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SINOPSE 

Apresentam-se, com algum detalhe, os pro

blemas que surgem na analise de espectros de analisado

res multicanais e seu tratamento, especialmente no caso 

de raios-y com cristais de Nal. Paralelamente são estu

dados, porem com menor ênfase, alguns assuntos relaciona 

dos com detectores de Ge(Li). 

Para tornar a apresentação consistente in

clui-se um capítulo de Estatística, e um de Detecção e He 

dida da Radioatividade. 

A maior parte dos pontos que têm influên

cia na analise de um espectro e vários métodos de anali

se são discutidos com detalhe. Em particular, estuda-se 

o método clássico dos mínimos quadrados, sua variante de 

vida a PARR e LUCAS e correção de zero e de ganho (tam

bém pelo método dos mínimos quadrados). 

Descreve-se o programa de computador HARGO 

III, escrito em FORTRAN IV, que pode analisar uma mistu

ra de até 10 componentes, efetuar a correção de zero e 

de ganho e, opcionalmente, usar método clássico ou o de 

PARR e LUCAS. 



Mostra-se que nenhuma das duas opções e 

absolutamente correta pois, enquanto na primeira os pe

sos são muito grandes, na segunda são muito pequenos. 

Elas são, entretanto, suficientemente boas para a maior 

parte dos casos. 

Mostra-se, também, que o método se aplica 

a de espectros de multi-contadores. 

Defende-se, "en passant", um ponto de vis

ta novo, contra o uso indiscriminado, porém consagrado, 

de informações conhecidas "a priori" com o fim de melho

rar os resultados. 



SYNOPSIS 

Problems arising in the analysis of spectra 
produced by multichannel analyzers and their* treatment are 
presented in some, detail, specially in the case of y~rays 
and Mai detectors. In parallel, although less 
ernphaticaly, some subjects on Ge(Li) detectors are 
studied. 

In order to give better consistency to the 
presentation a chapter on Statistics and another on 
Detection and Measurement of Radioactivity are presented. 

Most points which may have some influence on 
the analyzis of a spectrum and several methods of analysis 
are discussed in detail. In particular, classical least 
square method, its variant due to Parr and Lucas and 
corrections for zero shift and gain change (also using the 
least square method) are studied. 

Program HARGO III, writen in FORTRAN IV, 
capable of analyzing a mixture 03" up to 10 components, zero 
and gain correcting and optionally, using classic or P a r r 
and Lucas method is described. 



It is shown that none of the options is 
strictly correct, because while in the first the weights 
are too big, in the second one they are too snail. They 
are, however, good enough in most cases. 

It is also shown that the method applies to 
multiscaler spectra. 

"En passant", a new point of view is 
defended against the indiscriminate, although very 
common, use of "a priori" known information in order to 
improve the results. 
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CAPÍTULO I 

I N T R O D U Ç Ã O 



A irradiação de uma substância com forma

ção de radionuclídeos , a especificidade da radiação emi

tida, a obtenção de um espectro num analisador multica -

nal, a .comparação com um padrão irradiado e contado nas 

mesmas condições são ensinamentos dados a todos os g i n ^ 

sianos que visitam instalações de entidades especializa

das . 

Ao químico não especializado em técnicas 

nucleares o entender jã não é tão fácil. Custa-lhe acre 

ditar que o zircônio possa ser tão diferente do hãfnio, 

que o sódio seja tão diferente do lítio, que as terras 

raras sejam tão diferentes entre si. '" • 

Ao especialista em técnicas nucleares num 

país em desenvolvimento, falto de mestres, atrasado em 

técnicas de computação, custa crer que se possam determi 

nar dez ou vinte elementos num amontoado disforme de pi 

cos e "Comptons" que nem mais são uns nem. outros, mas co 

linas bem arredondadas pelo intemperismo das baixas reso 

luções. 



A irradiação de uma substância com forma

ção de radionuclídeos , a especificidade da radiação emi

tida, a obtenção de um espectro num analisador multica -

nal, a .comparação com um padrão irradiado e contado nas 

mesmas condições são ensinamentos dados a todos os g i n ^ 

sianos que visitam instalações de entidades especializa

das . 

Ao químico não especializado em técnicas 

nucleares o entender jã não é tão fácil. Custa-lhe acre 

ditar que o zircônio possa ser tão diferente do hãfnio, 

que o sódio seja tão diferente do lítio, que as terras 

raras sejam tão diferentes entre si. '" • 

Ao especialista em técnicas nucleares num 

país em desenvolvimento, falto de mestres, atrasado em 

técnicas de computação, custa crer que se possam determi 

nar dez ou vinte elementos num amontoado disforme de pi 

cos e "Comptons" que nem mais são uns nem outros, mas co 

linas bem arredondadas pelo intemperismo das baixas reso 

luções. 
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A historia dos raios-y desde uma fonte até 

o registro num analisador multicanal é um intérmina -

vel de atenuamentos, de desgastamentos , de estiolamentos, 

de aplainamentos. Saem de um com uma definição em ener-
6 

gia- melhor que 1 em 10 e aparece sua representação no 

outro com quase 10% de incerteza. Como se isso nao bas

tasse, a flutuação nas contagens traz, também, grandes 

incertezas no numero daqueles que atingem o detector; e 

há outros raios-y do mesmo elemento; outros de elemen -

tos quimicamente distintos , há as reflexões e aparece a 

radiação-¡3 e o chamado "Bremsstrahlung". 

Nao há dúvida de que analisar uma mistura 

contendo vários elementos que tenham sido ativados é uma 

tarefa das menos animadoras. 

É verdade que há a possibilidade de se fa 

zerem as separações químicas (e elas não se tornarão des_ 

necessárias tão cedo) mas uma das grandes vantagens do 

método de análise por ativação é dispensar, era muitos 

casos, o tratamento químico. Se as separações forem fei_ 

tas muito frequentemente, então o método dificilmente se 

comparará a outros , sem embargo de sua alta sensibilida

de, para alguns elementos. 

Visa este trabalho apresentar, com algum 

detalhe , os problemas que surgem na análise de espectros 

de analisadores multicanais e seu tratamento, especial -

mente no caso de raios-y com cristais de M a l . Parale

lamente, diante do interesse crescente dos detectores de 

Ge(Li) são ventilados, superficialmente, alguns cos as -

suntos relacionados com estes detectores. 

Para tornar a exposição razoavelmente con

sistente teve o autor que incluir capítulos de assuntos 

correlatos. 
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Tremendamente desagradável foi ter que in

tercalar um grande capítulo de Estatística, mas não hou 

ve outro meio. Ou Estatística estaria próxima, centro 

do trabalho ou se cairia nos problemas maiores das cita

ções de grande numero de autores, ae nomenclatura, de 

concisão e de método de apresentação. Optou-se pelo mí 

ninio necessário â fixação de conceitos e ao acompanhamen 

to das deduções. Por outro lado, nada se teria feito no 

assunto sem aquela ciência auxiliar. É absolutamente ne 

cessãrio que se retire todo o pequeno resto de informa

ção que ainda sobra num espectro. 

A interação da radiação com a matéria e me 

todos de detecção e de medida teriam de ser dos assun -

tos obrigatórios pela oportunidade que dão de mostrar as 

razões e o invencível da perda de informação ocorrida em 

todo o processo de detecção e de medida. 

0 equipamento eletrônico, presente em to 

das as fases, exigiu uma descrição, se bem que sumária, 

de seu papel nos processos diversos. 

Apôs a apresentação dos métodos de solução 

descreve-se, sucintamente, um programa de computação pa

ra análise de espectros de 100 canais efetivos podendo 

ter ate 10 componentes. 

São, então, apresentados os resultados de 

alguns cálculos segundo os métodos descritos. 

Além das discussões o autor apresenta al

guns tópicos originais, se bem que esparsos. Entre eles 

citam-se observações sobre o método da máxima verossimi

lhança, sobre o alisamento das variâncias e consideração 

quantitativa aesse efeito nos espectros dos padrões dis

cussão sobre a matriz peso no método dos mínimos quadra-



dos , correção de zero e de ganho pelo estudo dos des 

vios , pequenas correções a outros autores , programa de 

computação e os estudos dos resultados. 

0 autor, além disso, defendeu urn ponto de 

vista inteiramente novo contra o uso indiscriminado, po

rem ja consagrado, de informações conhecidas "a priori" 

com o fim de melhorar os resultados. 

Outra novidade é a utilização de um mesmo 

método de analise , tanto para espectros de altura de pui 

so como para os obtidos em multi-contadores. 

Sentiu o autor, como pensa que têm sentioo 

aqueles que redigem textos técnicos em português, língua 

talvez um pouco avessa a termos técnicos , dificuldade de 

expressão em diversos casos. Em alguns, vencido pelo u-

so frequente, achou pouco conveniente reprimir a utiliza 

ção da gíria profissional, como é" o caso de "os gamas", o 

"analisador multicanal".. Noutros preferiu o original e_s 

trangeiro, como "Bremstrahlung" ou tentou novas traau 

ções em lugar das que julgou de mau gosto (multi-conta -

dor, era vez de multi-escalímetro) . 



CAPÍTULO II 

FUNDAMENTOS DE ESTATÍSTICA 



1. INTRODUÇÃO 

Neste Capitulo, muito mais especialmente do 

que em qualquer assunto novo, nem mesmo se pretende ado -

tar algum ponto de vista especial. Nem por isso se quer 

considerar este menos importante do que os outros. £" que 

sao tantas as dificuldades, as duvidas , sao tantos os er

ros cometidos, não obstante os insistentes avisos dos mes 

tres da Estatística (69,83) que não hã outro caminho se

não tentar o apoio próximo daqueles mestres. 

Também não se pretendeu tomar qualquer par

tido dentro das dificuldades conceituais desta Ciência. 

Se o fundamento do método utilizado for o de Bayes e se 

o resultado for correto, aceitar-se-ã o apelido de radio-
< 8 8 

químico (por Estaticista) dado por MICHOLSOW que se 
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chama Estaticista; se o fundamento for freqüencista ain

da se preferira o apelido simpático radioquímico. 

Visa, por outro lado, repassar uma serie 

de conceitos e de deduções já clássicos e contidos, qua

se todos, na maior parte dos autores (12,22,51,58,69,76, 

80,83,84,97,115) estabelecendo uma base conceituai comum 

para o estudo e comparação dos diveros autores que traba 

lharam com a análise de espectro além de um formulário 

ordenado (se bem que restrito para utilização imediata 

nos capítulos seguintes). 

Vários pontos de importância capital da Es_ 

tatística, como cumulantes, funções características e 

•análise sequencial não foram ao menos tocados. Primeira 

mente porque não caberiam neste trabalho e depois porque 

não serão utilizados nele. 

Nenhum espaço se pôde reservar a revisão 

do Cálculo das Probabilidades, tão pouco se necessitou de 

le no decorrer de todo o trabalho. 

A disposição dos tópicos é aproximadamente 
7 6 — 

a de LOURENÇO FILHO mas os exemplos são os obtidos em 
problemas de contagens de radioatividade. 
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2. DISTRIBUICf5ES EMPÍRICAS. AMOSTRAGEM. 

A um. conjunto de objetos sob consideração 

chama-se população» A Estatística tem por objeto o estu 

do das populações através de medidas ou de contagens de 

suas propriedades. Assim, o conjunto dos núcleos de uma 

substância radioativa que deram e que darão origem a ccn 

tagens num contador constitui, uma população. A proprie 

dade de interesse pode ser, por exemplo, número de con 

tagens por segundo, o que se mostra variável, nao so pe 

lo desaparecimento gradual da substância, como pelo fato 

de a desintegração radioativa ser um fenômeno particular 

de cada núcleo. Pode-se dizer, em outras palavras, que 

um núcleo não tem a obrigação de se desintegrar porque 

seu vizinho se desintegrou ou deixou de fazê-lo. 

Em geral, não se conhece toda. a população, 

mas , através de medidas das propriedades de. algumas amos 

tras dessa população, consegue-se descrevê-la aproximada 

mente, seja, através de gráficos como de. quadros de valo 

res numéricos. Esses dados e xp e ri mon tais permitem fre 

qCientemente que se façam previsões a respeito de outras 

medidas, não obstante certa variabilidade característica 



dos valores obtidos (Fig. I I . 1 ) . 

A descrição através de quadros, de gráfi

cos , através de parâmetros, deve ser capaz de mostrar 

tanto suas tendências de posição central como de variabi 

lidade. 

A extração-de amostras para o estudo da 

população deve seguir critérios especiais. Se cada ele

mento for extraído com igual probabilidade a amostragem 

se dirá aleatória. 

2.1 Distribuição de freqüência 

A providência inicial no estudo de urna pro 

priedade ê o grupamento dos resultados em classes que 

cubram intervalos disjuntos do domínio da variável, de 

preferência de amplitude constante. Este ê o caso, por 

exemplo, de se classificarem as alturas de pulsos de um 

amplificador segundo um certo numero de intervalos. 0 nu 

mero de pulsos com altura dentro de um intervalo i. consi 

derado chama-se freqüência absoluta das alturas de pui -

sos da classe i. 

A representação gráfica dos dados grupados 

em classes costuma ser feita em forma de histograma, ou 

do polígono de freqüências e são comuns os tipos de apa 

relhos (registradores gráficos) que apresentam os dados 

sob essas duas formas. No primeiro, marcam-se no eixo 

das abcissas numa escala arbitraria os limites das clas

ses e ,correspondentemente a cada um dos intervalos,retan 
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. FIGURA II-l: Geiger-Mueller- - dependência'da 

contagem com a tensão aplicada - ' 
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gulos de um lado constante que e o intervalo de classe, 

e o outro proporcional â freqüência absoluta. No segun

do caso marcam-se pontos com abcissas iguais aos pontos 

médios das classes, ordenadas proporcionais às freqüênci 

as e traça-se uma poligonal ligando pontos corresponden 

tes a intervalos sucessivos (Figs. II.1 e II . 2 ) . 

Ãs vezes tem interesse a chamada freqüência 

acumulada absoluta da í-ésima classe que ê a soma das 

freqüências das classes precedentes. 

Definem-se também as freqüências relativas 

(tanto simples como acumuladas) dividindo-se as freqüên

cias absolutas pela soma das freqüências de todas as cias 

ses. 

As distribuições podem ser continuas ou 

discretas. 

2 • 2 Medidas da posição central e da variabilidade 

A tendência central de um grupamento de 

dados pode ser definida através de uma série de parame -

tros , todos de natureza bastante intuitiva e cada um de 

les apresentando certas características que recomendam a 

sua utilização. Realmente quase todos eles sao utiliza

dos muito amiúde. 

A média aritmética ê a medida mais comum } 

mais simples e mais útil da posição central. Define -se 

como sendo 
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x = • y x. di.D 
n . 1 

em que x. (i = 1,2 ... n) são as observações. Se OÍ 
Is 

dados forem grupados 

x = —— / x .n .; (II. 2) 

em que se supôs que todos os valores da classe i sejam 

iguais ao valor do ponto médio x . e que a freqüência ab 

soluta na classe seja n^. 

Ponto médio ê a média aritmética dos valo 

res de um grupo de resultados ordenados. 

Mediana ê o valor de x que divide o histq 

grama em duas áreas iguais. 

Moda ê o valor observado de maior freqüên 

cia. 

Entre os parâmetros indicativos da varia

bilidade, ou dispersão, citam-se a amplitude, a variân

cia , o desvio padrão e o coeficiente' de variação. 

A amplitude de um conjunto de observa 

ções define-se como a diferença entre o maior e o menor 

valores da distribuição: 

R x - x . , 
max min 
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2 

A v a r x a n c : L a - s i a medida mais comum da 

dispersão, e definida como desvio quadrático rnedio comi 

relação a media aritmética: 

s2 = } (x-x)2 (11.3) 
n-1 • 

0 denominador e n-1 ern vez de n por razão 

que será vista oportunamente. 

0 desvio padrão e a raiz quadrada positi_ 

va da variância: 

(II.4) 

Também muito importante, pois consiste nu 

ma espécie de normalização do desvio padrão, e o coefici 

ente de variação 

c = — f a— (II. 5) 
v 

X 

que permite a comparação dispersão de amostras de medi

as diferentes. Ela mede a dispersão relativa. 

A extensão dessas definições a variáveis 

contínuas é imediata. 
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3. DISTRIBUIÇÕES TEÓRICAS 

3.1 Introdução 

Se se repetir varias vezes a amostragem a 

leatória de uma população notar-se-ã que as distribui -

ções de freqüência serão aproximadamente repetidas e tal 

vez seja possível encontrar-se uma função matemática co 

nhecida que a represente satisfatoriamente. Uma vez 

normalizada a função, ela representará a probabilidade 

de o resultado cair dentro da classe considerada. Pode 

acontecer também o caso oposto, isto ê, que já se conhe 

ça "a priori" a função representativa da probabilidade. 

A variável que se estuda neste caso cha -

ma-se variável aleatória. 

Ao conjunto de valores de probabilidades 

associadas a x . chama-se distribuição de probabilidao.es. 

^ • — • ; — • * — — J — _ — — . 

Chama-se função de probabilidade a fun -

ção f(x.) que estabelece a correspondência entre os 

http://probabilidao.es
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e suas probabilidades. A função de probabilidade tem 

as seguintes propriedades: 

f(x.) > 0 

n 

f(x.) = 1 

f(x=X.) =: P(x=X.) 

Como no caso da distribuição de freqüências 

.pode haver interesse na função de probabilidades acumula -

das. Define-se, assim a função de distribuição 

F(x ) = ) f(x.) - P(x<x ) 

se a função de probabilidade for discreta. F(x^) repre -

senta a probabilidade de x^ ser menor do que x^. 

Nos casos de variável contínua existe a fun 

ção 

f(x) = F'(x) 

chamada densidade de probabilidade definida num certo in 

tervalo (m3 r) e tal que 

f(x) > 0 , 

I r f(x)dx = 1 , 
J m 



3 2 

b 
f(x)dx = P(a<x<b) = F(b) - Fia) 

a 

para 

e, então, 

x 
F(x) = f(x)dx. 

Um espaço relativamente grande será desti

nado ao estudo das funções f(x) e F(x). 

Evidentemente, qualquer uma delas poderá 

ser considerada fundamental e dela se tirarem as proprie 

dados da outra. Sozinha, ela representará a população 

inteira. 

Para se caracterizarem as propriedades da 

população serão utilizados nessas funções parâmetros re

presentados por letras gregas. 

Pode-se, por exemplo, calcular a media a-

ritrnetica de uma função g(x.) de densidade de probabili-

dade f(x.) pelas expressões: 

n 

E g(x;)f(x.) '(variável discreta) 

(II.6) 

a 

g(x)f(x)dx (variável contínua ) 

(II.7) 
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E(g) chama-se valor médio, média, espectância, valor es

perado ou esperança matemática de g_. 

No caso particular de g(.x^) = x^ obter-se-

-a: 

n 

E(x) = y = 

i=l 

x . f (x . ) (II. 8) 

b 
xf(x)dx (II.9) 

a 

que sera a média de x da população. 

2 -

0 valor médio de (x-\x) , que e a variância 

da população, será: 

n 

E (x~v) 
2 

- o 

i-1 

(11.10) 

b 
(x-\x) f(x)dx. (11.11) 

Note-se que agora não houve substituição de n por n-1 cq 

mo no caso da variância amostrai. 

De acordo com a expressão II.8 pode - se 

também escrever 

f )2\ 
var(x) = E j \X-E(X) 
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Se houver duas variáveis aleatorias x e y 

define-se covariancia de x e y por: 

cov(xsy) -E< x-E(x) y-E(y) (11.12) 

Se a covariancia de x e y for zero dir-se-ã 

que as duas variáveis aleatorias são independentes. 

Diante desta definição e das anteriores , e 

se A e B forem constantes: 

E(A) = A 

E(Ax) = AE(x) 

E(A+x) = A+E(x) 

varíAj = 0 

cov(A3x) = cov(x3A) = 0 

2 

var(Ax) = A var(x) 

var(A+x) = var(x) 

covíAXjBy) = ABcov(x,y) 

E(x+y) = E(x)+E(y) 

E(xy) = E(x)E(y) + cov(x,y) 
E(xó) = E(x) + var(x) 

(II.13) 

var(xy) = 

var(x+y) = var(x) + var(y) + 2cov(x 3y) 

v(y) var(x) + E(x) 
2 

var(y) + var(x).var(y) 

cov(x}x) = varfxj 
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A penúltima expressão somente e valida se 

x e y forem independentes. 

Sao inúmeras as distribuições de variáveis 

aleatórias importantes na Estatística. No resumo que se 

segue, entretanto, serão apresentadas as de maior aplica 

ção na análise de espectros. 

3.2 Distribuição normal ou de Gauss 

É uma distribuição contínua da forma 

- 3 • • exp {- — ~ — (x-y.) 2 \ dx ('-co^x^o3 a> 0) 

que tem media y e desvio padrão o, como e fácil verifi -

car-se através das integrações. 

A função de freqüência da distribuição nor 

mal de variância unitária ê tão importante que recebe sim 

bolo especial: 

í ( V 1 
a(x) - — exp(- ) . 

/2i< \ 2 j 

A função distribuição ê 

í x
 1 

:) = ar ' 7 

X 

F(x) = a(y)dy ---+/ a(y)dy 

J -a 2 J o 
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Sua utilização vem de ser usualmente tabe

lada e das grandes simplificações obtidas com o uso da ena 

mada variável reduzida 

u = 
x-u 

É fácil verificar-se que u tem media zero 

e variância 1 e no caso de x ser normal u se reduz ao 

próprio a. 

Evidentemente 

f(x) a(u) 

e também 

F(x) = F(u) 

u 

a(u)du = 03 se r for Impar 

= 1333S3 ...3 (r-1), se r for 

par. 

3.3 Distribuição binomial, ou de Bernoulli 

Seja uma grande população cujos membros te 

nham uma qualidade P ou a qualidade complementar Q (=não 

P) na proporção p para q (p+q~l). Se se tomarem N mem -
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bros dessa população espera-se que 

Np terão a qualidade P, 

Nq terão a qualidade Q e 

N(p+q) será o total da amostra. 

Se forem considerados, agora, N pares 

de membros, espera-se que. haverã 

2 
Np pares PP, 

Npq pares PQ, 

Nqp pares QP e 
2 

Nq pares QQ. 
2 

N(p+q) serã o numero total de pares. 

Para grupos de n membros ter-se-ão N (p+q)n 

grupamentos, isto ê, a proporção de casos contendo x ve

zes a qualidade P e n-x a qualidade Q serã 

\ x n-x 
P q 

\xj 

igual ao termo em p na expansão binomial de 

A probabilidade.de 

vas serã então 

/ - (p+q)n 

x sucessos (qualidade P) em n tentati 

n! x n-x 
f(x) = - - - - - p " q 

xl (n-x) ' 

que e uma distribuição discreta. 

http://probabilidade.de


A média de x é 

x 

x=0 
x.' (n~x) ! 

x n-x 
P Q 

n 

x 

x=l 
xl(n~x)! 

x n-x 
P 1 

n 

np 
(n~D! 

x-1 
(x-1).' (n-x) I 

v q 

Substituindo x-1 por y , então 

n-1 
(n-l)l ij n-y-1 , , , 

p q = np(p+q) 
J

0 y' (n-y-1) : 

y - np 

Quanto ã variância de x 

, \2 nl x n-x 
(x-]i) p q 

J x! (n-x)! 
x=0 

2 2 2 
\i) - x - 2\ÍX+I\ = x(x-l) - (2\i-l)x 
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n 
2 \̂ / i \ n J x n x / n - i 2 

í - > x(x-l) p q - (2\i-l)np + V 
-—i x!(n-x)l 
x~ü 

-—i (x-2)J(n-x)! 
x=2 

n 

p"" q" " - (2np~l)np + n'pJ 

, 2 \~' (n-2)! x-2 n-x ^ 2 2 
n(n-l)p / p q + np - n p 

i (x-2)l(n-x)l 
x=2 

Fazendo, agora, a substituição de x-2 

por y virã: 

2 , ,. 2 \ (n-2)! y n-2-x J 2 2 
a = n(n-l)p / P <7 + n P ~ " P 

2 2 2 ^ 2 2 
= n p - np + np - n p . 

= np(l-p) 

- npq 

A média e o desvio padrão de x são, por -

tanto: 

u = np 

a - -Jnpq. 
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Pode-se mostrar também que a distribuição 

binomial se aproxima da normal se x for muito grande. 

Com efeito, pondo 

y = x - np3 

n: x n-x 
P q 

n! 

x! (n-x) ! (np+y ) ! (nq-y) .' 

p

np+y q

nP~y 

Desenvolvendo os fatoriais segundo a formu 

la de Stirling obtem-se 

f(x) 
/-— -n n+-x ?ip+y np-y 
/ 2 TT e n 2 p ^ a q * J 

1 +4-
^e~nP~y (np + y)nV+y+-2 /i7 e~n^y (nq-y)nq~y + 2 

1 f np s np+y+j ' nq 
nq 

r/2-nnpq 1 np+y y , nq-y , 

/ 2 T T npq 

2 + „JL_ 
np , 

-np-y-j 
1 -

nq 

-nq+y-j 

que com mais um pouco de álgebra (51) conduz a 

f(x) 
1 (x-np)' 

exp (- — 
( 2npq / 2 finpq 
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isto e, a distribuição binomial se transforma na normal 

para grandes valores de n e de x. A variância e a me -

dia não se alteram. 

3.4 Distribuição de Poisson 

Pode ser considerada como derivada da bino 

miai se a proporção de sucessos for muito pequena mas o 

número de tentativas suficientemente grande para tornar 

np finito, igual a X 

n : 
x 

x! (n-x) .' n 
x 

1 - JL 
x 

n-x 

1 
i-z- -n n+-~ 
V2-ÏÏ e n 2 x -X 

/-r- -(n-x) , rn-x-í--
'2-ne (n-x) 2 n 

x 
x. 

X X 
-X 

1-* 
n 

n 
x. x: 

Então 

f(x) -
, x ~X 
X e 

x: 
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e, ainda com base na distribuição binomial pode-se escre 

ver 

y - np = X (II.15) 

e portanto 

f(x) = 
x -y 

y e 

x. 

(II.16) 

A variância sera, como ja foi visto. 

Mas 

a2(x) = E^x(x-l) - (2\i-l)x + y 2 j 

E x(x-l) - (2\i-l)\i + y' 

= E x(x-1) + y - y 

x(x-l) x(x-1) 

x=0 

x -y 
y e 

x! 

2 -y 
x-2 

x=2 (x-2)! 

portanto 

2 / i 2 2 -a (#; = y + y - y - P 
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Então 

E(x) - n, (11.17) 

a - /p~. (11.18) 

Para grandes valores de p a distribuição de 

Poisson se transforma na de Gauss , com a mesma variância 
1 

e meaia p - -• . 

A fig. II.3 mostra a distribuição de 

Poisson para y = 16 

Possivelmente, a grande simplicidade das 

'expressões 11.17 e 11.18 seja a responsável pe.la utiliza 

ção da distribuição de Poisson, em vez da binomial, em 

problemas de contagens de substancias radioativas (91, 

115). 



f(x) 

0 ,09 

0,06 

0,03 

0 < 

ï ! 
i 

! 

' t ' ! 

! i i 
! i 1 i 

! 
1 

i 

> 

0 

t 

1 i 
1 ! 

i 
! 

i 

—é—*—6—c—: 

e 

f • 

! 

? i ; 

i 

! i 1 

1 i ' 
\ : i 

i ! ! i 

—o 

i 
0 

• ! 

111 10 15 20 25 

16. 

FIGURA IT-3 : distribuirão de Poisson,. para 



45 . 

4. DISTRIBUIÇÕES AMOSTRAIS 

4.1 Introdução 

Tal como se da com as distribuições de va

riáveis aleatórias distinguem-se,com relação aos parâme

tros amostrais,as distribuições teóricas e as empíricas. 

As primeiras se baseiam diretamente nos parâmetros da po 

pulação e as segundas são as observadas experimentalmen

te. É óbvio que quanto maior a amostra aleatória tanto 

mais informação ela trará da população de origem. Por 

isso, as propriedades das amostras grandes podem se con

fundir com as teóricas. 

Como, freqüentemente, não compensa obter 

amostras grandes , ou nem sempre isso é" de todo possível, 

e como, quase nunca, se conhece a população inteira, e 

de todo o interesse estudarem-se as propriedades dos pa

râmetros mais corcumente medidos, como a media, a variân

cia e outros. Este estudo, entre outros, fornecerá cri 
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tério para a escolha do método de calculo daqueles parâ

metros amostrais. 

A função de freqüência numa extração de 

amostras aleatórias deve se manter inalterável. Além dis 

to, se essas amostras forem independentes a função de 

freqüência conjunta devera ser igual ao produto das fun

ções de freqüência de cada uma das variáveis. 

f{xl* x23 '"' X n ) ~ f(x1).f(x2)...f(zn) 

Extrai-se menos informação de população se 

a amostragem for não aleatoria. Por outro lado, nem sem 

pre se consegue a amostragem mais conveniente. 

Imagine-se, entretanto, uma população de 

média y e variância o 2 , da qual se extraiam amostras ale 

aterias, cada uma com n elementos x- ., xn ... x . dis 
5 l3 2j n3 -

tribuidos independentemente. 

A média do j-és imo conjunto de valores se

rá, de acordo com II.1, 

n 

x, . ~ — ' 3 x . . . (11.19) 
3 „ ¿—> ^3 n i = l 

Se for extraído um número suficientemente 

grande de amostras, cada conjunto de valores x . .> de mes-
3 ^ 

mo j , estará distribuído em torno de y com uma variância 
2 

a . Portanto pode-se escrever que: 
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E(x) 

3 = 1 

E (x . .) , 

1-3 
(II.20) 

E(x) = \x . (11.21) 

Por outro lado, pelas expressões 11.19, 

II.13 , II.21 e II.10 , 

var var x. . 
13 

(x . 

1 3 
n n Ĵ 

var(x) (11.22) 

n 

No caso de s , pelas expressões II.3 e 

II.13 , 

E(s2) = 
n-1 

i=l 

2) 
(x . . - x .) 

1-3 3 

1 V 

n-1 
i=l 

E { \ (x . - (x-\i) 
%3 

n-1 

n 

i = l 

E E 
n-1 

( x .-m) 
{ 3 ) 

__n o 2 

n-1 n-1 
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E(s2) = a2 (11.23) 

Justifica-se, assim, o denominador n-1 da 

expressão II.3. 

A variável aleatória reduzida da media 

aritmética, de acordo com 11.14, 11.21 e 11.22 e 

t - ~^-ZL_ií_ . (11.24) 

a//n 

Se x tiver distribuição normal e fãcil 

mostrar-se que x terá distribuição normal, assim como t. 

Caso x nao seja normal, de acordo com teo

rema do limite central ( 2 2 ) , a media será aproximadamen

te normal para amostras grandes de população infinita. 

Para grandes valores de n} se a fração a-

mostrada for pequena, a distribuição amostrai àõ\ media 

será aproximadamente normal, mesmo que a população seja 

finita. 

. ~ 2 
4.2 Distribuição de x 

«• ~ 2 

A importantíssima distribuição de x repre

senta a distribuição da soma de quadrados de variáveis 

aleatórias de distribuição normal. Sua aplicação mais di 
2 

reta reside no estudo de s , variância amostrai ae varia 

vel aleatória. 
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Ela e a distribuição de Student represen -

tani as distribuições amostrais teóricas que permitirão li 

gar tudo o que se viu de Estatística ate o momento aos 

problemas fundamentais da Interferência Estatística e cia 

verificação cie Hipóteses. Nesses capítulos se vera cla

ramente sua importância primordial. 

Dadas n variáveis independentes u13u 3 • 

u , cada uma delas distribuída normalmente com média ze-

ro e variância unitária, a distribuição conjunta dessas 

variáveis serã 

üF = 
i_ 

2 

2 2 a. 
Ul U2 

+ u cí\-t ~ dzí t~. • • • o,ti 
1 2 n 

ou seja, 
3_ 
2 

du^dug. ciu 

com 

s -
i = l 

Como os sao independentes, a expressão a 

cima sugere considerar-se z como sendo o quadrado do raio 

de uma hiper-esfera n-dimensional. 0 produto dundu ... 

du é o elemento Ge volume, em termos de z. serã a dife 
n — 

n n 1 

rencial de z*, ou seja, jz" ázy ou, grupando todas as 
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constantes, 

A constante k pode ser calculada pelo fato 

de que a integral de o a <» e igual a unidade: 

1 
k 

Pondo agora 

A integral e igual a Y(-^)3 portanto 

- 3 . n _ 7 

F = í e z dz 
n Jo 

22 U \ ) 

1 ~2 2~ 
dF = e z dz o<z<<x¡ 

n 

22 U \ ) 

0 número de dimensões n do espaço multid: 

mensional chama-se número de graus de liberdade. 
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No caso da distribuição amostrai ae vari

ância s2 ha usualmente n- parcelas no somatório, mas nem 

todas elas sao independentes. Se, por exemplo, os des

vios forem calculados com relação a x (calculado) a de 

terminação deste se fez. a custa de um grau de liberda -

de. Então, o numero de dimensões serã v~n-l, A função 

de freqüência correspondente será 

fiz)- = 
2 2 2 

z 

Uri 
2 2 V K 1 -

(11.25 ) 

~ 2 

isto e , a distribuição de s sera a de z com n-1 graus 

de liberdade. 

É freqüente a substituição do símbolo z 

pelo símbolo x • Também e de uso .freqüente a distri -

buição x2/n ("qui"-quadrado sobre graus de liberdade). 
- . 2 -

A media de x e 

- r 2
 i (u .) - v 

A variância e 

- J 2 2.}-
d ! x - Eíx )\ (-u . - 2u. + 1))- (3-2 + 1 ; v 
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2 

var(x ) - 2v 

Mostra-se, também, que, se v for grande, 

/sx^ será aproximadamente normal, com média /iv-2 e vari_ 

ância.l. Então, utiliza-se freqüentemente a variável re 

duzida 

(11.26) 

que tem média zero e variância 1. 

4.3 Distribuição de Student 

Chama-se distribuição de Student,ou t de 

Student,a distribuição da relação entre uma variável nor 
2 

mal reduzida e a raiz de x sobre graus de liberdade 

t = 
VY ( v i/v 

ou seja, 

t - — 0 -

Como a e u_ são independentemente distribui 

dos sua distribuição conjunta será 

buições 



g(u3z) = 
1 

z_ 
'2 

u 
'2 

Passando, agora ã distribuição conjunta 

h(t3z)3 após lembrar que se trata de uma probaDilidaae 

por unidade de intervalo de variação de variável (que po 

de ser positivo ou negativo), 

h(t3z) dtdí u(t3z),z du di 

7 / c I Í / A 1 I "ÒU ( t 3 Z ) \ 

n(t3z) = g^u(t3zJ3zj -• [ 3* 

V _ £ .... t 2 ? ' 

n 2 2 2v ,—J-
= CjZ e e vz/x> 

v-1 _ £ Í 7 . i £ ' 
- r - 2 * 2 \ v 

Pelo mesmo argumento utilizado logo acima 

conclui-se que a. densidade de probabilidade correspon -

dente a variável t somente sera obtida por integração da 

probabilidade em z, ou seja. 

f(t) = h(t3z) dz 
J o 
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f(t) = C. 

Fazendo a mudança de variáveis 

1 + 

então, 

f(t) = C. I n \ ¥ 

t2 

V 

~x 2ãx 

1+1 

v~l 

= c 
2 x j 

x e dx 

1+-

- C 1+-
.2 -

v + 1 

(-co<t<co) 3 

ja que a integral acima é igual a r v + l_ . 
2 

£ fácil encontrar-se o valor de C (nositivo): 

C 

r v 

\2 
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5. ESTIMAÇÃO 

5.1 Estimadores 

Um dos problemas mais importantes da Esta

tística consiste na determinação de um parâmetro e de 

uma população a partir do estudo de amostras aleatórias 

através de uma função das observações §(x^,x^,...,x^) cha 

mada uma estatística ou estimador do parâmetro 6. 

Como qualquer função de variáveis aleatõri 

as e uma variável aleatória, o valor encontrado, estima

tiva , poderá ter um valor bastante diferente do verdadejl 

ro. Alem disso, ainda ocorre freqüentemente que nada se 

conhece da distribuição da população. Complica-se tam -

bem o problema porque se pode usar uma infinidade de es

timadores. 

Seja, por exemplo, uma substancia radioati 

va dentro de um contador, sem contagem de fundo, operado 



5 6 # 

durante pequenos intervalos de tempo igualmente espaça 

dos. Apôs cada leitura o aparelho é automaticamente "ze 

rado" começando nova operação sem perda de tempo. Assim, 

sejam I ^ í ^ . . . ,í as contagens correspondentes a um minu 

to. A meia vida do radioisótopo pode ser determinada por1 

vários'estimadores como 

1 - método grafico 

2 - tempo da contagem i tal que I. - 1/2 

— 3 
3 - um decimo do tempo de i tal que 1^ = 10 

i, -i -i A 0,693 H - calculo de 
J. 

In 

5 - media aritmética de vários valores obtidos 

em'3 e 4 

Certamente cada um dos estimadores darã uma estimativa di 

ferente. 

É necessário, portanto, que se estabeleçam 

cíiracteristicas desejáveis dos estimadores que possibili

tem a escolha de um entre vários. 

0 caso que acaba de ser descrito chama-se 

estimação por ponto - é o da estimação da média e da vari_ 

ância ja descritos superficialmente. 

Ha também a chamada estimação por intervalo 

em que se conhece a distribuição amostrai do estimador e 

se calculam, com os valores observados, os extremos do in 

tervalo que conterá o valor do parâmetro com uma probabi

lidade pré-fixada. 

Se, por exemplo, se tratar de uma população 

normal, de média y e variância a, da qual foram extraídas 
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n amostras, a média, JC , terá variância o//u e a variável 

reduzida 

u 
x - !J 

o / / n 

a 
^ y ^ x + u x - u 

P / n 

•com uma probabilidade 1-a. 

Em realidade, a distribuição não precisa 

ser normal, como ocorreu no exemplo particular, e tampou

co, a simetria ocorrerá sempre. 0 problema pode ser sim

plesmente de determinação do chamado intervalo de confian 

ça amostrai, (Q^ Qp), do parâmetro 6, tal que 

chamando-se 1-a coeficiente de confiança do intervalo. 

Também no caso da estimação por intervalo , 

sente-se a necessidade de se estabelecerem critérios de 

mérito dos estimadores. 

ou seja, o estimador 0 será não tendencioso se seu valor 

Define-se não-tendenciosidade de um estima

dor 8 pela propriedade 

E ( 0 ) = 8 

médio for igual a 6. Ê um critério intuitivo e valioso, 



se bem que possam ser escolhidos outros sob o mesmo ponto 

de vista de correção de uma tendência central. 

A tendenciosidade de um estimador, E(6)-0, 

muitas vezes pode ser calculada, assim sendo corrigido o 

defeito de E (Q ) . 

Um estimador 8, do parâmetro 8, serã consis 

tente se existir um valor N tal que 

<e > 1 -r\ n>N P G -G 
I I n 

para e e n positivos tão pequenos quanto se queira (n in 

dicando o tamanho da amostra). Diz-se, também que § ê 

consistente quanto 0^ converge estocasticamente, ou era pro 

habilidade , para 6. 

Nenhum dos critérios de escolha de estima -

dor ê tão importante, entretanto, como os baseados na sua 

variância, uma vez que um estimador de grande variância 

não assegura que o valor encontrado esteja suficientemen

te próximo de sua média. Por esta razão procuram-se os 

estimadores de mínima variância, sempre que possível. 

Chama-se eficiente o estimador de mínima va 

riancia. 

No caso de estimadores 6^ e 8g não efici

entes, comparam-se seus graus de eficiência pela eficiên

cia relativa 

E (e - Q)2 
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O estimador assintoticamente mais eficien

te e aquele de. menor variância entre todos os outros, em 

amostras grandes. 

Se a função de freqüência, de uma popula -

ção contínua ou discreta ( 6 9 ) , for f(x\e)3 define-se a 

função verossimilhança de uma amostra de n observações 

independentes por 

L(Xv x2, ...3 xn) = f(x I e ; . f(x I e ; . . . f(xn | e ; 

sendo 

Ldx~dx....dx = 1 . (11.27) 
1 2 n 

Supondo que as duas primeiras derivadas de 

L com relação a 9 existam, para qualquer valor de 6 , to

me-se a derivada da expressão 11.2 7 admitindo a possibi

lidade de ela ser tomada dentro do sinal de integração: 

/ • • • / . clcc clcc n • • • cícc — 0 • 
1 2 n 

38 

Multiplicando e dividindo o integrando por 

L. obtem-se a expressão "... 

3 T \ 
-—- Ldx.dx^...dx - 0 (11.28) 

1 2 n 3 e 

que,derivada novamente, da 



6 0 . 

< i 1 dL \ dL 

L 3 6 3 G 
+ L 

3 

3 6 

' L 
L 

3L 
dx„dx0. . dx = O 

n 

(II.29) 

Observando que 

L 30 
(lx\L) (II.30) 

3 6 

e passando-se L para fora do colchete, em 11.29, obtem-

-se: 

f I \? 9 

3lnL I , 3"lnL 
-r 36 36' 

Ldx-dx ^. . . dx = 0 . 
3 2 n 

Então, 

E 

/ \ 9 

3lnL 

36 
- - E 

' 3 2ln£ 

\ 3 8 2 

(II.31) 

Considere-se, agora, um estimador não ten

dencioso, t, de uma função r(Q): 

E(t) = /••• / t L d x i d x

 2' • *
 d x n ~ x ( Q ) - (-11-32^ 

Derivando 11.32 com relação a 6, 

t———dx-dx . . dx - ——-— 
1 2 n 

30 dQ 



que, devido a 11.2 8 pode ser escrito sob a fornia 

a i 

do 
t - x(Q)\ Ldx2dx . . .dxn , 

J a e 

t - x(e) 
3lnL 

36 
Zl dx ~ dx t,. . . dx , 

n 

e, aplicando a desigualdade de Schwartz, obtém-se 

<[...[ |^ - T ( ®) j ̂ Ldzjdz2' ' ' ^xn 
3 lnL 

Lda; 7 dx „. . .dar 

(II.33) 

De acordo com 11.31 pode-se, então, escre -

ver 

T ' (Q) 2 í 2) lnL ] 

3 e 
2 J 

e , finalmente 

varí >.-• 
fíe; 

(II.34) 

/ 2 ^ 
• 3 lnLI 

2 \ 
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0 sinal de igualdade na expressão 11.33 o-

corre quando os integrandos forem proporcionais, isto e , 

3lnL 

39 
= A(Q) jt- (Q) (II.35) 

Neste caso, de acordo com a equação 11.2 8 

var ^ = e[ ( i ^ r = L f e j l * varí 

39 U 36 I , l J 

vart = 
Te; (II.36) 

A(Q) 

Considerem-se, agora, todos os possíveis e_s 

timadores e a distribuição conjunta dos r funcionalmente 

A expressão 11.34 é importantíssima. Ela 

estabelece que existe um limite mínimo para a variância de 

t. Um estimador que atinja esse mínimo será, então, sufi. 

ciente. 

No caso de t ser o estimador de 9, então 

T ' ( 0 ; - 1 e 

varf , 1 . 

TJd
2lnL \ 
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fr(Q, Q2> . ê ^ ^ l e ; v = 2, 3, ...3 n . 

Se existir uma função g(Q\Q) tal que 

fr(Qy êJ3 Qr^2\&) = g(Q\v)hr_J(t13 t2, ..s tr_2\t) 

para cada valor de v , dir-se-ã que Q e um estimador su

ficiente , ou seja, ele contem toda a informação amos 

trai referente a e. 

5.2 Método da máxima verossimilhança 

É um poderoso método de estimação baseado 

n o Principio da Máxima Verossimilhança que assim se e-

nuncia: Se 

L(x\0) - f(x1\0) f(x2\d) . . . f(xn\Q) 

for a função de freqüência conjunta de uma amostra alea 

tória de tamanho n extraída de uma população com um pa

râmetro desconhecido, a, então, a estimativa de máxima 

verossimilhança de 0 e o número ê, se existir, para o 

qual 

L (x\Ô} L (x \ 0 '; , 

onde e 1 e qualquer outro valor possível de 6. 
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Sob condições bastante gerais, se existirem 

valores estacionarios, eles serão dados por 

36 

Uma condição suficiente, mas não necessária, 

para que qualquer desses valores estacionários seja um 

máximo local, e que 

L"(x\Q)<0 

Se houver vários máximos deve-se escolher o 

maior deles. 

Na prática, e mais conveniente trabalhar-se 

com a. função InL 

e, como L>0, 

^~ InL = (11.37) 
36 

ClnLj ' - 0 , . (II. 38) 

(InL)"<0 

Seja, por exemplo, uma população normal de 

variância a , conhecida. Deseja-se estimar a media. 
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n 

L = exp 
2 

x-Q 

3 l n G - n .(x-Q) 
30 - a2 

2 

De acordo com a expressão 11.35, A(Q)=n/a} 

t'=x e T f e j ^ e , portanto, a media ã x e a variância é 

o2/n. 0 estimador é de mínima variância, não tendencio

so, consistente e suficiente. 

Se, agora, nem a media nem a variância fo 

rem conhecidas, 

1 1 2 <xi~V> 
lnL = - — — nln (2n) - nln (a ) - . 

i = l 2a 
2 

A generalização a dois parâmetros e imediata, isto é, 

9lnL n ,- , n (x~\i) = 0 
3y o2 

(x 2 

3lnL _ _ n 

Z(o2) 2a2 2a1 

\i = x 
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~2 1 \ " , - .2 w-2 2 (s-ac;* = s " . (11.39) 

Pelas expressões 11.2 3 e 11.39 tem-se 

-2 . n~l , 2 .. n-I 2 
Eia ; = - ü - ^ - Cs"; a 

-2 - . 2 

e, portanto, a e um estimador tendencioso de a . 0 es

timador não tendencioso e — — 0 ^ . 

Não comporta este trabalho uma discussão de 

talhada do método da máxima verossimilhança. A maior 

parte dos autores (12,51,63,69,76) apresenta um bom nume 

ro de aplicações mostrando suas notáveis qualidades - em 

geral é suficiente, eficiente e consistente. 

Corno qualquer outro método de estimação,so 

fre de algumas deficiências. Assim, não se aplica a to 

dos os casos e nem sempre permite a estimação do parâme

tro desejado, mas de uma função desse parâmetro (a míni

ma variância de um não implicando na mínima variância do 

outro). Este é o caso, por exemplo, da estimação de X, 

a constante de desintegração de uma substancia radioati_ 

va contada em m intervalos de tempo A, sucessivamente. 

Mostra-se (56) que 

lnL = A-m\s~m±n\ e - I - rnln\l-e m j 

l J l J 

onde A e uma constante, independente de \ 3 
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m 
1 

s = - — > t -n . , 

^-2 

onde n. e a i-esima das m contagens e t. o tempo decorri-

do até o inicio dessa contagem. 

De acordo com a expressão 11.38, 

(lnL; = n s — — + — = o . 
-A A -m\A 3 

3 A 1-e e -1 

que, comparada com 11.35, mostra que s é um estimador de 

mínima variância de 

fflA 

., ~AA ~m A A -

mas nao se encontrou o estimador de mínima variância de A 

(ou de t ) como se desejava 

2 

5 • 3 Método dos mínimos quadrados 

É o método de estimação de parâmetro mais 

difundido. Fácil de ser apreendido, tem sido utilizado 

por um grande numero de pesquisadores , mesmo com abusos e 

sem preocuparem com suas restrições (33,92,93). 



Seu campo de aplicação maior e nos modelos 

lineares onde fornece estimadores não tendenciosos , de 

mínima variância dos parâmetros assim como estimadores, 

não tendenciosos das variâncias e covariâncias amostrais. 

Sua aplicabilidade independe do conhecimen 

to das distribuições. 

5.3.1 Modelo linear 

Imagine-se, por exemplo, o modelo linear 

em 6 , 

V = X0 + e , (11.40) 

em que O seja a matriz (vector coluna) mxl dos parâme -

tros 6 a serem estimados, V seja a matriz (vector colu

na) nxl das observações, X seja uma matriz conhecida nxm 

de erros satisfazendo condições 

EU) = 0 (11.41) 

VU) - EUe' ) = a 2I (11.42) 

em que o apostrofo significa transposição., EU) e uma 

generalização de II. 8 a varias variáveis V U ] , chamada 

matriz dispersão, ou variância-covariância, é uma genera 

lização de 11.10, 11.11 e 11.12. 

Os modelos que satisfazem a expressão 11.42 

chamam-se homoscedasticos. 



A soma dos quadrados dos erros ê o modulo 

do vetor V-Xe, ou seja, 

S = (V-XQ)' íV-KQ) , (11.43) 

Definem-se .os estimadores de 8 como sendo 

os que tornam S mínimo, ou seja,pela expressão 

~ Ü L = o (11.44) 

80 

e, então, 

x' (y-xê) .= o , 
em que 0 e a matriz zero e G e o vector estimador procura 

do. Vê-se, logo, que 

ê = {x'x)~'x.'y , di.45) 

se (X'X) ' existir. 

Também é conveniente ter-se 0 sob a forma: 

0 = (X'X) " 7X* [XQ+2-] = 0 + (X,X)",X'e (11.45) 

A espectação de Ô ê, então, 

E(0) • « 0 + !X.'X] " 'x'eU) = 0 (TI. 47 ) 



so de 0. 

7 0 

0 e, portanto, um estimador nao tendencio-

A matriz dispersão 0 e 

( 

0-E(Ô) ê- E(0) 
l 

(11.48) 

= E (0-0)(0-0) 

E [X'X)~ ? X'£ ( X ' X) "" ? X ' e | ' 

( X ' X ) ~ 7 E(ec') 

= ( X - X ) " 1 a 2 . (11.49) 

- 2 
Também a pode ser estimado, através de 

e j(y-xê)»(y-xê)j . 

Utilizando-se as expressões 11.40 e. 11.45 

tem-se: 

(V-X0) = (XG+eJ-X 0+{X'X5" 7X'£ 

I -X(X'X)" ?X' 
n 

Agora I e a matriz identidade nxn. A ma 

triz X(X'X) também e nxn. Então 
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(y - x ê )' {y-xô) = e' I -X(X'X) 
7Í 

I -X(X'X)" 1X'!e. 

7Í J 

e' I - X (X' X) 
n 

X(X'X) 'X 1 

1 r X(X'X) 'X'j X(X'X) X'je 

Como X'X e simétrica, também sao simétricas 

(X'X) e X'(X'X) X, o que permite escrever: 

( y - x ê ) ' ( y - x ê ) = e » l i ^ z x i x 1 x)'1 x' + xix1x)~]x'x[x*x)~]x'W 

= e' I -X(X'X] _ ÍX ' U 

= e.'.í>e. . 

Então, 

E j ( y - X Q ) ' ( y - X e ) J = E(e'8e) = a 2trB 

porque, de acordo com 11.42, a contribuição dos erros fo 

ra da diagonal principal e nula e, na diagonal principal, 

e ac . 

Por conseguinte 

e {(y - x e )»(y - x è a 2 U r i -tr | x(X'X]" ?X' I 
1 n l i 
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Corno a operação multiplicação matricial e 

comutativa sob o operador tr, 

tr X ( X 1 X) ' 1 X' j = t r X f X ( X ' X ] " J 
rn 

E ( y-XQ)' ( y-XQ) = a (n~m) . 

Então, um estimador nao tendencioso de a e 

s2

 = __L__{f/_x0 ) ' (y-X0] . (11.50) 
n-m 

É também comum o modelo linear no qual as 

variâncias sejam diferentes, isto e, em vez das expres 

soes 11.40, 11.41 e 11.42 escrevem-se 

V = X© + <L (11.51) 

É(e) = 0 (11.52) 

V(e) = E(ee') « a1V (11.53) 

em que V é conhecida, positiva definida, e V, X, 0 e e 

são as matrizes descritas antes. 

Fazendo a transformação 

z = ry = rx0 + ie , 
(II. 54) 
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então, 

E(Z) = E[TV) = TElV) = TX0 

= E(Tee'T' 

TEUe' )T» 

a 2Tl/T' . 

Como (/ é positiva definida, T poderá ser 

escolhido de maneira que 

E (T£) [Te,' )\ * a 2I , 

ou seja, 

ou, então 

Tl/T = I 

(II.55) 

0 problema é análogo ao anterior (homosce 

dástico) mas, agora, deve-se minimizar 

S = (7T-TXQ) 'Ti/ -7'XC ) 
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•S = [V-XQ) ' T'T[y-X0) , (II.06) 

uma forma quadrática. 

Fazendo 

•£$-r. = 0 (II. 57) 
9 0 

tem-se: 

(TX)>TXQ = (TXJ 'TY . 

Tirando o valor de 0 e substituindo o valor' 

de 7'T pelo dado pela expressão 11.55 vira: 

0 = (X'V' 1X)' 1X»V' 1 V . (11.58) 

Também e conveniente ter-se 0 sob a forma 

0 = (X'f~ IX)" íX'l/" 1 (X0+e) = 0 + [X1 V~]X)~]X* V~]z 

(11.59) 

donde se calcula a expectação de 0 mais facilmente. Com 

efeito , 

E(0) = 0 .+ (X ,l/~ íX]" IX'y" íE(£) = 0 (11.60) 

e 0, ainda neste caso, é um estimador não tendencioso de 

G. 

A dispersão de 0 e 



1/(0) = E (0-0) (0-0) ' = ( X ^ ^ X ) " ^ 2 , (11.61) 

enquanto que 

e (y-xô)»iT 7 ( y - x ê ) = r^-w)a 2 (n.62) 

e, portanto, 

1 — (y-XÔ) 'V 7(y-X§) (11.63) 

n-m 

í 

e um estimador nao tendencioso de o . Neste caso tem-se 

o método dos mínimos quadrados ponderados. Os elementos 

da matriz V 7 são os pesos. 

5.3.2. Modelos não lineares 

Outra aplicação muito importante do método 

dos mínimos quadrados se dã com funções não lineares (16, 

84,10 0 ,103). Seqa a função 

z = f(x13 x , ...3 xv; a , a 3 a ) (II.64) 

não linear em a . que deva ser ajustada a um conjunto de 
^ 3 

n observações (z3 x ̂ ^3 x ^3 ...3 x^). onàe i = 2, 23...n, 

com n>m. 

Supondo-se dada a estimativa prévia a . , de 

cada a . procura-se então o termo de correção 6 . para ca-
3 3 

da q. 

a . + 0 . 
3 3 

3 = 2,2, (11.65) 
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Tomando-se somente os dois primeiros ter -

mos da serie de Taylor de / pode-se escrever 

i J l%3 z%3 3 íii,3 i3 2y 3 ra ¿ j _ g -i-
. ; 3a. 
3=1 3 

df.(a) 
em que representa a derivada parcial de f com 

3 a . 

3 
relação a a . , tomada no ponto experimental i com 

3 
a .~a .. 

3 3 
Se forem feitas as mudanças de variáveis, 

Y j — z • —f (x 7 . j x. 3 . . . j Xy .a 7 j a ~ 3 • • • ) 

df.(a) 

1 = X . . 
1 3 . 3a 

poderão ser consideradas as matrizes 

V dos J. (vetor coluna) nxl 
i 

X dos X. . (matriz) nxm 
1 3 

G dos 0 . (vetor coluna) raxl 
3 

e. dos e • (vetor coluna) nxl 

e,então , 

y = XG + <L 



77 

Ademais, se 

EU) = 0 

VU) = EUe») « o 2 1/ , 

o sistema de equações será inteiramente análogo ao dado 

por 11.51, 11.52 e 11.53. 

Encontrada a estimativa 9, dos 6. s., corri-

ge-se cada uma das estimativas iniciais, a . s, de acordo 

com 11.65 e repete-se todo o ciclo ate que se atinja acon 

vergência, segundo um critério prê-determinado. 

Lembram MOORE e Z E I G L E R 8 4 que este método, 

devido a Gauss, "is not a panacea for ali least squares 

ills". As vezes nem converge. 

Obtida a convergência, pode-se assegurar 

que os mínimos quadrados, neste caso, são os melhores es

timadores lineares não tendenciosos dos a. (teorema de 

Gauss-Markoff), isto devido as propriedades de 9. 

Restam algumas palavras sobre V, matriz dis 

persão de e, definida por 11.53. Em alguns casos, ela po 

de ser dada mas, via de regra, tem de ser estimada. Uma 

das maneiras de fazê-lo ê utilizar também um processo ite 

rativo. Neste caso seus elementos são inicialmente pos

tos iguais a 1. Calculados os parâmetros, calculam-se os 

desvios e as variâncias experimentais com um pequeno nú

mero de dados contíguos por algum método de alisamento. 

Essa variância ê utilizada para o próximo ciclo da itera

ção (52). 

Outro processo para o cálculo de 1/, também 

aproximado, ê o seguinte. Seja g(x^) uma função da varia 

vel aleatória x., de média 6., com i = l32...}m. Dando 



um acréscimo àx. a s . , se g for diferenciavel no ponto 
Is %• 

e. tem-se ( 6 9 ) 
i 

m 

hg = 
s a i e . ; 

, ÒX . 

Ax . + 0( tsx) 

Tomando a expectação de ambos os membros 

E(Ag) - 0 

2 1 

porque, para amostras grandes, E^íhx) j e, pelo 

uma ordem de grandeza inferior e 

menos , 

E(àx.) = 0 

A media de g é g(0.) e 
Is 

varg = E 

/ -ògíe,¿; \ 2 
A x . 

\ 3; 

-, 3 f j ( e a g r f e j 
7^ 7 

. - 3a; . 
11 3 ~1 i 

òx . 

cov íx . j J 

(11.66) 

Analogamente, se g e h forem duas funções 

das variáveis aleatorias x., 
is 
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m 

cov(g3h) = 
dg(Q .) dh (Q .) 

C O V (X . , X .) 

1 3 
3 

Aplicando-se a expressão 11.6 6 a função z3 

definida em 11.64, obtém-se: 

var; 
df(a) df(a) 

i,3 = l 
9 a . 

•l 
9 a . 

3 

cov (a .,a •) 
i 3 0 

(II.6 7) 

Mas, de acordo com 11.65 e 11.61, 62 e 63 

cov(a.,aJ = covíe.^.J -~ a 2l (X'^'x) "' 
1 3 1 3 1 

. . = a C . . 

1 3 1 3 

ou então 

(11.63) 

m 

•2 = s2 Y _1£ÍílL _1ZÍ^__ C..CII.69) 
Z - A r 1 , 9a. 9a. ^ 

1,3=1 i 3 

Finalmente, a proposito de modelos não li

neares, é necessário que se lembre que existe um método 

poderosíssimo devido a Deming e bem descrito e comentado 

por MANDEI?^. Não será repetido aqui pela sua extensão e 

para não desfigurar um excelente trabalho executado no 

Brasil (102), que será descrito no Capítulo IV. 



b.3.3 Distribuição de s e de G. 

Ate este ponto não se fez qualquer restri

ção sobre as distribuições das variáveis aleatórias en -

volvidas. Se essas distribuições forem normais , a2 tera 

distribuição de sobre n-k graus de liberdade e, como 

a(Q .) = a/C . . (II. 70) 
3 33 

pela expressão 11.68 então, (G.-Q)vd 2C . . é* uma variãvel 
y 3 03 
reduzida. Agora, 

t . = 
3 

0 . -
3 

/s2C 
33 

(II.71) 

tem distribuição de t de Student , também com v - n-k 

graus de liberdade. 

Se as distribuições das variáveis aleatori_ 

as em questão não forem normais, ainda, devido ao teore

ma do limite central (22), para grandes valores de n, 

s2 seria distribuido aproximadamente como x2 sobre n-m 

graus de liberdade e t . teria distribuição próxima da de 
3 

t Student com n-m graus de liberdade. 

5.3.4 Aplicações 

São inúmeros os casos da aplicação aos mí

nimos quadrados, lineares ou não, com sucesso. MOORE e 

8 4 
ZEIGLER citam os seguintes casos: 
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y = ^ a. exp j - X .t\ , 

3 = 1 [ ' 

sendo determinados os parâmetros a . e X 
3 0 

k 
^ 

y = A 3 J o ( a 3 X ) * 
3 = 1 

uma soma de funções de' Bessel de ordem zero com parâme 

tros A . e a .; 
3 3 

X1&1 + S2^ 
V = x2 

+ k 

com parâmetros e^} e k; 

1 
V = 

1 - Ax 

y~ , A . í 1 ( X~\í .) 

y - \ .3 e x p i L 
4—i o ./2 v \ 2 a . 
3 = 1 3 3 

soma de gaussianas com parâmetros A .3 a. e y. 
3 3 3 

2, 

PUTNAN et a l i i " L 0 0 ajustaram, com suces

so . 



o 

x~~x 111 4 22 
° ' U 2 + a«(x-x ) + a„(x-x„) 

ij exp -rrrr i + « ^ « ^ ^ « 2'" *V 

a fotopicos de espectros de gamas obtidos com detectores 

de Nal(Tl) e analisadores multicanais. 

Acrescentar-se-ã a estas aplicações o ali

samento de- dados experimentais. Difere um pouco dos 

exemplos citados, como se verá a seguir. 

0 alisamento de curvas é uma técnica corri_ 

queira em desenho. 0 desenhista, ã mão livre, com curva 

frã-ncesa ou com régua' flexível, escolhe, a olho, a curva 

que lhe parece ser mais conveniente ao conjunto de pon -

tos . 

Se os dados são numéricos, as vezes , é 

mais fácil a utilização de algum método baseado em mé -

dias - e ha inúmeros deles. A média volante, por exem -

pio, consiste em substituir-se o -í-êsimo dado pela rné -

dia do conjunto arbitrário de m pontos antes dele e m áe 

pois. É facilmente calculãvel em pontos intermediários 

por uma formula de recorrência. Assim, se os dados fo -

rem x . 
2-

m 
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Um pouco mais engenhoso é ajustar-se um po 

linômio (69) cie grau arbitrário (<2m) aos 2m+l pontos. 

Neste caso, se o polinómio for P(t) 

x.,, = P(t) = a + a^t + a,,t2 + . . . + a tP (11.72) 

•̂ft o 1 2 p 

Os pontos da curva são próximos (têm apro

ximadamente a mesma variância) e, de qualquer maneira, o 

ajuste ê aproximado. Por isso, sempre se utiliza o meto 

do de mínimos quadrados. 

A expressão II.4 0 se torna 

2 v t 
x . , , = a + a ~t + a nt + . . . + a tk' + e , 
% + t o i 2 p 3 

enquanto que 11.43 se transforma em 

S = / • , J ~ a - a ~t - ... - a 2 , 
/ , \ %+t o 1 PI 

t=-m 

que dã 

m 

= 2 
3a 

- Cljt - - a t 
P 

-m 

ou seja, simplificando a notação de somatório 
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conjunto de p + 1 equações do qual se podem tirar os valo

res dos a .. 
0 

Na realidade , basta que se calcule aq por

que , pondo-se t=0 na expressão 11.72, obtem-se que o va 

lor procurado ê igual a aQ. 

Os valores- de a têm sido tabelados por al_ 

guns autores, como K E N D A L L 6 9 . Para isso utilizam-se da 

particularidade de que as soluções podem ser escritas 

sob a forma 

a k X +k .„X , „ +...+k X +k-X~ +...+k 
o , \ m -m + 1 -m+1 o o 1 1 m m 

e representam-nas por 

Ifc a.1 (II.73) 

Se houver um numero impar de termos, , o 

termo central será representado em tipo diferente: 

km'krn + l> ' 

NIFEMECKER e P E R R I N 8 9 descreveram um me 

todo muito interessante de alisamento de curvas tirando 

partido das propriedades estatísticas do ruído. 

K O U G E L 8 5 e C L A R K 1 8 fizeram estudos de ali-



5.3.5 Comentários finais 

É comum a utilização do método dos mínimos 

quadrados na resolução de problemas lineares dos quais 

se desconhece o número exato de componentes, ou seja, 

ignora-se quais devam ser os vectores da matriz X. 

Diante disso X costuma ser sub-especifiça

do ou super-especifiçado. Para se estudar o efeito des_ 

ses erros reconsiderem-se as equações 11.51, 52 e 53 mas 

com X e 0 assim particionados (94): 

X = x ? x 2 

0 - -J-

Q2 

agora com as sub-matrizes X^ (nxr), X^ i (nx(m-r) j 0^ (1 xr) 

e Q [lx(m-v)). 

A expressão 11.46 se transformará em 

G = {X"l/" JX) - Í X'l/"7 (X ? 0 7 + X 2 0 2 + e) , 

enquanto que a expectação de 0 será: •._ 

E(Q) = (X'l/',X)",X'I/ ( X j 0 ; + X z 0 2 ) . 

Se Xj e 0 j , somente, representarem comple

tamente o sistema, Q„ será nulo e 
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e(Qj) -• 0, , 

isto é, © será um estimador não tendencioso de 0 7. 

Se, ao contrário, X corresponda ao modelo 

adequado for utilizado o modelo insuficiente com Xj e 

0j a mesma expressão mostra que 0 é um estimador tenden

cioso de 0. 

PASTERNACK e LIUZZI (op. cit.) estudaram 

o assunto com algum detalhe e mostraram que a variância 

de qualquer parâmetro estimado e inversamente proporcio

nal á soma dos quadrados dos resíduos normalizada obtida 

pelo ajuste pelos mínimos quadrados de um modelo em que 

tal componente seja considerada variável independente e, 

as outras variáveis, independentes. Assim, a inclusão 

de componentes estranhas no conjunto aumentaria a variân 

cia do parâmetro estimado. 

Nunca e demais relembrar-se que o método 

dos mínimos quadrados somente merece inteira confiança 

no caso de modelos lineares nos parâmetros a serem esti

mados. Fora disso e simplesmente um método aproximado -

- ate a minimização podendo oferecer problemas (74,82). 

Alem disso é necessário que se observe o 

tipo de relações entre as variáveis (69), Numa relação 

funcional, caso comum das leis físicas as variáveis se 

relacionam não aleatoriamente, mas através de expressões 

matemáticas como 

TV- = const = K 

Como P e V são determinados experimental

mente, seus erros, em geral, sao variáveis aleatórias. 



A relação estrutural, de interesse na Estatística, é a 

que relaciona as variáveis aleatórias. 

5.4 Estimação por intervalo 

É também uma parte da Estatística, tao im

portante quanto controvertida. Repousa na teoria das 

probabilidades, um dos assuntos que não pode ser visto 

neste trabalho. 

Limitar-se-ã este estudo aos chamados in -

tervalos de confiança de alguns parâmetros importantes 

(76). 

Imagine-se, por exemplo-, uma população nor 

mal, com y e c desconhecidos. Dispõe-se de uma amostra 

de valores observados (x^, x,,, .... x ) e pretende-se es 
1 } 2' 3 n . — 

tabelecer um intervalo de confiança para a média. 

Já se disse que (11.24) 

3 = _ £ Z £ _ , . . (11.74) 

c//n 

é a variável normal reduzida. 
2 2 ~ 

vs /a tem distribuição de x^ 

Então, 

Ja.se viu, também, que 

com v graus de liberdade. 

http://Ja.se


tem a distribuição dc Studcnt con \>=n--l • graus dc liberda 

de (poroue un e gasto no calculo de x). 

Se t for o valor de t, correspondente a 
o: 

a, com n-2 graus de liberdade, 

p |_ t <..iiZ}i < t \ = i-a 
a . f— a 

s / \'n 

isto e, há uma probabilidade de 1-a de que t se encontre 

entre -£ e +t . 
P P . 

A dupla desigualdade dentro dos parênteses 

pode, também, ser- posta sob a forma: 

t s t s 
- a - , a. 
X _ _____—-<\\<X+ ——__ 

/ n / n 

Portanto, 

t s t s 
P|-„ ^ _ < y < a ; + _ _ J L _ ) - i-a 3 

ou seja, há uma. probabilidade de 1-a de que as variáveis 

t s 2 t s 
x+ se encontrem, no intervalo de largura 

ín fn 

onde y se encontra. 
t_ s t s 

0 intervalo x ——, x+—~— e um interva 

/n /n 

lo de con fiança para y. Seus limites sao os 1 imites _ce_ 

confiança para u correspondentes ao coeficiente de segu 

rança de 1-a. 0 parâmetro a chama-se nível de confiança. 

Evidentemente a sera a probabilidade de se 
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fazer uma afirmação falsa ao dizcr-se que y esteja no in 

tervaio de confiança. 

Se a for conhecido, caso raro, dado z por 

11.74, escolhe-se o nível a e procura-se z , o valor da 

abcissa a ele correspondente. Assim, 

P (- z <-i~i--<:; \ = 1-a , 
V a o//ñ C1 / 

ou então, como no caso anterior, 

/ z a _ z o \ 
PÍx ---~-<)i<x+ \ - l~a 
\ / n / n ' 

No caso da variância, ainda de uma amostra 

aleatoria de tamanho n extraída de uma população n o r m a l 

de y e o desconhecidos, sabe-se que (n-1)s2/o2 tem dis 

tribuição de x 2 com \>=n~l graus de liberdade. Observe-se 

prijaeiranente que é uma distribuição assimétrica. Por 

isso, escolhido o nível de significância a e conveniente 

que se considerem as duas caudas separadamente, para-

cada uma, sempre com n-1 graus de liberdade-. Se os valo 

2 2 

res forem x-r e Xo 

P L X I < _ _ _ < x l = ! - a 

*- o ^ 

ou 
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Freqüentemente, utilizam--se os niveis p em 

porcentagem, ou s e j a, 

a = p / 1 0 0 

Se v for grande, o problema sera, de novo, 

simplificado, porque a distribuição serei aproximadaiaent e 

normal. 

6. TESTES DE KIPÕTESE 

Seria extremamente ocioso o estudo mais ou 

menos extensivo de testes de hipótese. Quase nada será 

de utilidade na análise de espectros. Por outro laco 

K_ H D A L L ° 9 , LOURENÇO F I L K 0 7 ü , C R A M E R 2 2 têm capítulos in -

teiros sobre o assunto. 

Seja, por exemplo, uma análise de um espec 

tro na qual se encontrou um certo teor de um dado nuclí-

deo mas que esse teor tenha si.do tao baixo que se queira 

decidir se realmente tal nuclídeo foi detectado ou se 



não foi detectado, conhecendo-se sua função de distribui 

çao. 

Podera-se fazer, neste exenplo, algumas ob

servações . Assim, tal como foi posta, a hipótese detec

tado ê uma hipótese sinoles. Em qualquer outro caso, co 

mo referindo-se a mais de um nuclideo ou quando algum pa 

rámetro não for completamente especificado, ela 5era com 

posta. Vê-se, também que ha uma hinõtese bjásica H 

(nao detectado) e uma 'hipótese alternati_va ti^ (detecta

do) , sendo sempre necessário indicar-se explicitamente: 

qual e uma c qual e outra, ja que aceitar uma qualquer de

las significa rejeitai 1 a outra. 

Diante das hipóteses // c // o conjunto S 

de todas as observações será constituído de dois sub-con 

juntos S e £> tais que, se o 'resultado estiver em S 7 a 

hipótese básica será rejeitada. Esta região ó'- chama-se 

rçgiao crítica e S chama-se regiao de aceitação. E cia 

ro que as expressões aceitação e rejeição nao devem ser 

encaradas de maneira absoluta. 0 que se deseja e que se 

ja pequena a probabilidade de cometer algum erro, ou se

ja, 

PixzS, \H ) = a 
1 ' o 

em que x e um ponto observação e o. ê uma constante pre-

-estabelecida, chamada nível de significância do teste. 

Se o ponto x se encontrar em _-, diz - se 

que se cometeu um erro Tipo I (erro de primeira espécie). 

No caso de espectro se dirá que o nuclideo não foi detec 

tado quando, de fato, fox. 

Para a hipótese alternativa, quer-se que 



Neste caso se xzS comete-se o erro do Ti-
o 

po II (de segunda especie) aceitando-se que o nuclídeo 

tenha sido detectado quando, na. realidade, ele nao foi de 

teclado. 

Chama-se poder de um teste H , com relação 

ao teste alternativo H^, a 

P(xcS \I1 ) = 2-3 . 

Seja, por exemplo, x a. médica de uma amos • 

tragen de população gaussiana de variância a, nao conhe

cida. Seja também 

// : v = 0 
o 

De acordo com a expressão 11.75 pode-se estabelecer, com 

base na distribuição de t de Student com n~l graus de 

liberdade, um valor t tal que (25) 

P(x>L\H ) = a . . (II.76) 
o • , 

Se x-o , L-L serã chamado limite crítico. 
- c - —— —• — 

Se x<L sera o caso não-detectado. 0 limi 

te crítico de x serã 



Se x>L , detectado. 
cs 

Outra aplicação importante do teste de hipo 
2 

teses se da com X no ajuste de curvas. Neste caso a h i -
2 

potese H e de que a variância da amostra s nao e signi

ficativamente maior do que a variância da população. Dese 

ja-se determinar a constante 

o >1 

tal que 

2 
s P(~±~yr->e\Hj - a y (11.78) 
2 1 o 

o 
2 2 

ou seja, que a probabilidade de. s >aa J tenha um valor pe 

queno a. A hipótese // e de que a variância da amostra 

não seja significativamente maior do que a da população. 

Como 

P(X

2>X2. ) = a (11.79) 
j -a 

2 2 - 2 
e como s /a' tem distribuição de x / V J a expressão 11.17 
se transformei em 

9 2 

p — > // - o 
2 1 o 

Então, a região critica, no nível de signi

ficância a, e definida por 



O LL 

Finalmente, pode-se citar mais um tipo de 

teste de hipótese que está tomando corpo com o advento 

dos grandes computadores. Trata-se > em geral, de testar 

a adequação de um modelo estatístico fazendo que o compu 

tador gere grande número de dados aleatórios como se eles 

proviessem de amostragem real. Os dados, neste caso, i-

sentos de erros sistemáticos, sao analisados conforme o 

modelo testado. Todos os parâmetros podem ser estudados. 

Uma variante deste método consiste na repe 

tição real das amostragens de população conhecida. 

Uma segunda variante consiste na repetição 

.da amostragem de uma população desconhecida um grande 

numero de vezes. 

Cada um desses métodos sofre de alguns pro 

blemas. 0 primeiro sofre da dificuldade de geração de 

números aleatórios nas diversas distribuições. As vari-

• antes, alem de não eliminarem erros sistemáticos, ora 

nao dao informações corretas sobre as variâncias , ora na 

da esclarecem sobre os valores dos parâmetros. 



CAPÍTULO III 

MEDIDA DA RADIOATIVIDADE 



1. INTRODUÇÃO 

Os métodos utilizados na detecção das radi 

ações se baseiam na interação destas com a matéria.- Os 

raios-X foram descobertos porque tornaram fluorescente 

uma película de platinociansto de bãrio e a radioativida 

de natural foi descoberta pelos seus efeitos em chapas fo 

togrâficas e na condutividade elétrica dos gases. 

As partículas que interagem mais eficiente 

mente com a matéria são as carregadas, como a partícula-

-a, a partícula-3, o protón e outras. Essa interação se 

deve exatamente ao efeito de suas cargas sobre as cargas 

elétricas do meio, causando excitações e ionizações mole 

culares. Nota-se que houve excitação quando a. molécula 

excitada volta ao estado fundamental produzindo luz, per 
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exemplo, ou mais ionização. Nota-se a.ionização pelo mo 

vimento de cargas num campo elétrico ou magnético. 

A interação de partículas não carregadas 

'com. a matéria já segue um esquema um pouco diferente. Os 

gamas ou os raios-X, após atravessar vários centímetros 

de matéria sem provocar a mínima excitação' ou ionização, 

acabarão sofrendo uma colisão com algum átomo de hidroge 

nio-, de. oxigênio ou de ferro, por exemplo, na qual perde 

rão toda a sua energia, ou parte dela. A parte da ener

gia transferida se manifestará como no caso das partícu

las carr e g adas. 

A perda de energia das partículas carrega-

das é praticamente contínua ¿10 longo da traje torcia en

quanto que no caso das partículas não carregadas, sejam 

elas gamas ou nêutrons, a perda se faz aos grandes sal -

tos. 

Se o material for transparente a lumines -

caricia produzida pela volta ao estado fundamental, a luz 

poderá ser detectada com uma ou mais válvulas foto-multi 

plicadoras ou qualquer outro sistema. 

Se o material for mau condutor, o apareci

mento de cargas elétricas livres ira aumentar-lhe a con

dutividade. A descarga observada num campo elétrico po 

derã permitir a detecção da partícula. 

Sabe-se que a taxa de perda de energia de 

uma partícula carregada num meio homogêneo e dada aproxi 

maciamente pela expressão (39): 

<" 2 
* 4 2 I 2m V „ c I 

- — — ~ — j — ti Z ! In — - ln (1 ~ 3 ) 
3„ m V \ I J 

o s -

( 1 1 1 . 1 ) 
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em que // é o numero de átomos de numere* atômico _ por 

unidade de volume, ze e a carga elétrica da partícula in

cidente V ~ ¡íc sua velocidade ( c e a velocida.de da luz) 

e m a massa de repouso do elétron, I é ura potencial m£ 

dio de excitação e ionização que; pode ser expresso, apro

ximadamente, por 

I = kZ , 

sendo k urna constante. 

A formula III.1 sofre de uma série de res

trições, mas se aplica, dentro de limites bastante am -

pios, com urna aproximação razoável. Seus méritos princi

pais sao dar as características gerais da taxa de perda 

de energia e, até, através de integração, o alcance da 

partícula incidente. 

Para partículas-a pode-se utilizar a for

mula empírica do alcance no ar a 15°C e 760mm de Hg: 

R(cm) = 0,318 E Z / 2 3<E<7cm (III.2) 

em que E é dado em MeV (67). 

Para betas hã também uma série de formulas 
«- 39 

empíricas, como as de Katz e Penfold (a.pud EVAHS ) 

n, , 2, „2, 265-0, 09541nT 
R(mg/om ) - 412 E 3 o 

0,01<E<3MeV (III.3) 

R(mg/cm2) = ¿30E - 106 

i <E<20i:&v ( n i . 4) 

http://velocida.de
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ainda coin E em MeV -

Uma restrição importante da expressão 

III.1 e que não leva em conta a interação da onda eletro 

magnética associada á partícula incidente com o campo 

coulombiano do alvo dando uma probabilidade finita de 

emitir um fõton. Essei emissão de radiação 'eletromagneti 

ca, que se chama "Bremsstrahlung", ocorre mais intensa -

mente no caso de elétrons (betas) de altas energias. A 

relação entre; as perdas específicas por este tipo de in

teração e por Ionização é, aproximadamente, dada por 

dE\ 

££__ = _JLiL_. (III.5) 
!dE\ 800 

dx I ioniz 

em que E e a energia do elétron em MeV e Z o numero ato 

mico do absorvente. 

Os raios-y perdem ener-gia através de três 

mecanismos principais: 

Efeito fotoelétrico , 

Efeito Compton e 

Produção de. pares. 

Por efeito fotoelétrico entende-se um tipo 

de interação em que o gama é totalmente absorvido por um 

ãtomo ã custa, de um elétron atômico que leva uma energia 

cinética igual ã diferença entre a energia do gama e a 

energia de ionização daquele elétron. 

A energias muito baixas, a secção de cho

que para o efeito fotoelétrico ê grande e fortemente in

dependente da estrutura atômica. Para energias grandes 



com relação da energia de ligação de camada K. 

A energias bem maiores do que a energia de 

ligação dos elétrons K (67), porém, suficientemente pe 

quenas para as correções relativisticas sejam desprezí -

veis , a secção de choque pode ser expressa por 

i 4„5 -7/2 2 
~ 4v20 a Z e ' cm /a / atom 

em que 

0 ~ r ò ,65 . 10 cm « 
o „ o 

- 2v.e2 _ 1 , . , 
a „ ___ „ _ (constante oa estrutura fina) e 

hc 13? 

2,818 . 10 ° cm (raio clássico do elétron). 

Z é o numero atômico do material absorvente e e e a ener 

gia do fõton em unidades de me (energia de repouso do 

elétron). 

Entende-se por efeito Comp.ton o tipo de in 

teraçao de gamas com a matéria, segundo o qual o gama in 

terage com elétrons atómicos numa colisão inelástica. 

Como efeito Compton, em geral, domina to -

dos os outros em energias compreendidas aproximadamente 

entre 0,5 e 5 Me T/ e, nesta faixa, a energia de ligação 

dos elétrons atômicos é desprezível com relação a ener -

gia do gama, o estudo mecânico do processo cm geral e 

feito considerando-se o elétron livre e em repouso. Em 

rrc 



conclusão, se obtém para energia do'gama emergente: 

2 

rn c 
E' - (III.6) 

l~oocB+ (-•) 
c 

sendo, agora, 9 o ângulo da direção do gama emergente 

com a do incidente. 

E fácil ver-se que o menor valor de E ' cor 

responde a 6 - v : 

2 
ra o 

E ' (min) ~ (III. 7) 
2 + 1/c 

A secção de choque para este tipo de coli

são se baseia na equação de Klein-Nishina e é dada por 

2-nr 
1 + e .2.Í1±LL 

1 + 2 e 
LN( L+2e.) 

-J— in (l + 2z) - — í t ^ ~ ~ \ (cm2/e létvon) 
2c (l + 2e) i • 

Finalmente, a radiação eletromagnética po 

de ser absorvida através do mecanismo chamado produção 

de pares. Neste caso o foton desaparece no campo eletr 1! 

co de um núcleo ou de outro elétron e surge em ;eu lu-

;ar, um par de elétrons, 

de E e de 

A secção de choque é uma função complicada 
2 

mas , e zero se „ < ¿ M e 
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E interessante observar-se que o elétron 

positivo produzido tem propriedades bastante semelhantes 

as dos elétrons negativos mas , apôs perder sua energia 

cinética quase sempre encontra um elétron negativo com 

o qual forma o chamado pjar positron5o. Esse par tem 

meia-vida de aproximadamente 10 ^ s desintegrando - se, 

então, em um par de gamas de 0,511 MeV (fetons de aniqui 

I c i ç a o ) . 

2. DETECÇÃO 

Como ja se viu, sejam as partículas origi

nais carregadas ou não, de sua interação com a matéria 

provem freqüentemente partículas secundarias carregadas. 

Quando as partículas secundarias forem sem carga elas 

acabarão, ainda, que Indiretamente, produzindo partículas 

carregadas. Como efeito global, obtêm-se excitação e io 

nização causadas pelas partículas carregadas. 

A ionização é o fundamento da maioria dos 

sistemas de detecção e de medida da energia das parti-



cuias, como eletroscòpios, eletrometros, câmaras de ioni 

zação , contadores proporcionais, contadores G ei .ger--!"íüller, 

câmaras de Wilson, câmaras de bolhas, emulsões nucleares 

detectores de Si e inúmeros outros. Nenhum deles sera 

descrito neste trabalho que tal não comporta, Encontram-
6 7 " 44-

-se apanhados gerais em KAPLAN e FKí] lj LAN DER e exce ~ 

lentes revisões em SIEGBAJIN 1 0 9 , BLANC 9 e DEMERS 2'. 

Interessam entretanto os detectores de cin 

tilação de NaI(T1) e os detectores de Ge(Li). 

Tanto os detectores de Nal Cl'].) como os de 

Ge(Li) (assim como outros) produzem sinais que são pro -

porcionais â energia da partícula incidente (exceto quan 

to a perdas casuais como em partículas sem carga, e t c ) , 

o que os indica ao uso em espectrometria. Como esses si 

nais terão que ser amplificados eletronicamente o compor 

tamento dinâmico deve ser bem conhecido para que suas 

características boas sejam plenamente aproveitadas e que 

os efeitos das mas sejam diminuídos. Varios aos concei

tos que se seguem aplicam-se, não somente aos detectores, 

mas, também, ao equipamento eletrônico associado. Alguns 

são,de fato, más adequados a equipamento eletrônico. 

Taxa de contagem é o número de pulsos de 

ura detector ou de um sistema eletrônico per unidade de 

tempo. 

Todos os detectores e todos os sistemas 

eletrônicos produzem pulsos espúrios (radioatividade das 

paredes ou do próprio material detector, efeito termolÔ-

nico e t c ) . Ruído de fundo (background) e. a. parcela da 

taxa de contagem diferente da que se tenciona contar. 

Taxa de contagem líquida e a taxa de conta 

gera corrigida do ruído de fundo. 



Eficiência de con ver sao fe a relação entre 

a energia fornecida por um dispositivo sob uma forma e a 

energia depositada nele em forma diferente« 

Volume sensível de um detector é a região 

do detector que pode produzir pulso por interação direta 

da radiação. 

Eficiencia geométrica e 1 /Hi r do angulo so

lido sob o qual um elemento de volume da fonte ve ura ele 

mento do volume sensível- do detector integrado por tocia 

a fonte e tocio o detector. 

Tempo ele latência (limiar de sensibilida

de) e o intervalo de tempo decorrido entre a passagem da 

partícula (entrada do pulso no sistema) e o momento em 

que houver sido formado um sinal resposta de amplitude 

detectável no sistema. 

Tempo cie subida e o gasto pelo pulso para 

ir de 10 a 9 0% de seu valor máximo. 

Tempo de descida (de relaxação, coeficien

te de extinção, cie decaimento ou constante de tempo) e 

o gasto para que um sinal caia por um fator e (decresca 

de 6 3 % ) . 

TejTip_o de. resolução ê o decorrido entre o 

início do sinal e o momento em que o dispositivo de con

tagem pode registrar outro sinal. 

Tempo cie restituição ê o intervalo dentro 

do qual o sistema retoma seu estado normal. 

Resolução de um sistema é a meia-largura 

(largura na metade da altura) da curva de dispersão de 

seu sinal de saída correspondente a um sinal de entrada 

fixo (sem dispersão). 
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2.1 Detectores de Nal(Tl) 

Fazen parte de um grupo grande e importam-

te de detectores chamados' de cintilação. Entre eles con 

t am-se (86): 

- cristais inorgânicos, como Zn5, CdS, i.o-

dctos alcalinos; 

- cristais orgânicos e plásticos, como an-

tr aceno, estilbeno e t c , sozinhos ou dissolvidos em po-

1 i s t i reiio ou p o 1 i v i n i 11 o 1 u e ri o 

- líquidos orgânicos, como soluções de 

2 ,5-difeniloxazol (DPO) ou de 1,4-di-[2-(5-feniloxazo -

lil)j-benzeno (POPOP) ou de ambos em xileno e em tolueno 

e 

- gases nobres. 

Todas estas substancias sao capazes dc emi 

tir um pulso luminoso (cintilação, luminescência) quando 

excitados por uma partícula ionizante. Paira sua utiliza 

cão mais efetiva os cintiladores são acoplados oticanen-

te a uma fotomultiplicadora que, por sua. vez, produz um 

pulso proporcional a energia luminosa da cintilação. 

Dc todos os cintiladores, o mais importan

te é o iodeto de sõdio ativado com tãlio, Mal(Tl), uti-

5 9 - . 

lizado por HOFSTADTER desde 1948, sendo varias as ra 

zoes que recomendam sua utilização. Primeiramente, citai 

-se a proporcionalidade entre os pulsos luminosos•que e-

mite e a energia cedida pela partícula ionizante - isto 

torna o pulso da fotomultip]icadora proporcional a ener 
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gia cedida pela partícula detectada (pelo menos para par 

tícuias carregadas mais leves e excluídas as perdas ca

suais ) . 

Outra vantagem dos cintiladores de Nal(Tl) 

é a eficiência alta, devida a sua alta densidade. 

Também ê característica bastante recomenda 

vel o tempo de relaxação de aproximadamente 10 's, se 

bem que os cintiladores orgânicos e gases nobres alcan-
- 9 

cem ate 10 s. 

Ainda nao hã teoria que explique, com deta 

lhe e quantitativamente, o fenómeno da luminescência de 

cristais inorgânicos (86). As explicações mais razoá

veis se baseiam na teoria de bandas de energia dos sóli

dos . 

Mo caso dos iodetos alcalinos a luminescen 

cia ê produzida principalmente pela presença de um ativa 

dor (Tl) em pequena concentração. Ja se mencionou que 

a energia, da partícula ionizante se transfere aos ele -

trons do meio, resultando ionizações e excitações dos 

constituintes da estrutura cristalina. As ionizações cor 

respondera a elevações de elétrons das bandas de valência, 

que estavam cheias e passaram ¿1 ter buracos (Fig.III.l), 

a banda de condução. Tanto o elétron livre como o bura

co podem se mover nas suas bandas , contribuindo para. a 

condutividade elétrica do cristal. Se a energia entre

gue ao elétron não for suficiente, ele pode nao alcançar 

a banda de condução. Então, elétron e buracos podem ser 

imaginados como um átomo hidrogenoide, composto de duas 

cargas iguais e de sinal contrario e cujo estado excita

do mais alto seja adjacente a banda de condução. Esse 

üar chama-se excitem e tem seus níveis difundidos , devx 

do aos movimentos de translação numa chamada panda conti 



Banda de condução .. o Elétron 

Outras bandas proibidas cheias-

FIGURA III-l: Modelo de naudãs de c 

aletos alcalinos cor..centros ativadores e níveis 

as ( Í\ 0 ) . 



nua. de excítons. Os • xons Ti ocupam lugares do Ha' , d is 

tribuidos ao acaso. Sua presença dá origem a níveis ele 

trônicos discretos de energia (fundamental e excitados), 

localizados na banda proibida abaixo da banda de condu. -

ção. lia também centros de outras impurezas corno F, V ou 

vazios na rede, que servem como armadilhas•para elétrons 

e para excítons. A excitação de um centro de impureza. 

po.de se dar por absorção de fotons, por captura de um ex 

cíton ou por captura sucessível de um elétron e de um bu

raco (em qualquer» ordem). Dessa maneira, por processos 

de captura de excíton e dc elétron-buraco, a energia da 

partícula ionizante migra das vizinhanças imediatas da 

trajetória para os varios locais com ativador ou armadi

lhas. Se, agora, houver uma transição permitida para o 

estado fundamental, poderá haver emissão de um fóton. Co 

mo a configuração espacial do estado excitado é diferen

te da. .do estado fundamental, ainda há um excesso de ener 

gia que se propaga como fojions (40) . 

Pocie acontecer, também, que o estado exci

tado decaia, para o fundamental por transição nao radioa

tiva, a energia sendo devolvida ã rede cristalina. 

0 primeiro processo cie desexcitaçao e mais 

rápido - e uma fjLjuorcscêncJLa. 0 segundo é uma fosfores

cência. 

0 Nal(Tl) (86) tem eficiência conversão de 

13%, densidade 3,67 g/cm"', coeficiente de extinção de 

0,2 5 ps e o espectro emiti cio ê uma banda centrada em 

4200A com cerca de 8Ü0A de meia-largura. E higroscópi

co, o que exige seu. encapsulamento. 

0 coefi ciente de conversão atinge um máxi

mo de 2 5% nas proximidades da temperatura do nitrógeno 

http://po.de


líouido (2'!), 0 coeficiente médio e então de cerca de 

-1%/°C. HEATI-i5lí diz que esse coeficiente e -0 S1%/°C e 

BLANC 9 atribui o valor 0,06+0,03/°C a Ball et al. (Buli. 

Araer. Phy s . Soe . 11••-1, n . 4 , 18 3 , 19 5 6 ) . 

Tem sido produzidos cristais de ate 15"xl5'h 

Os cristais de N a l ( T l ) , assim como todos 

os cintiladores „ apresentara urn ruído Intrínseco, devido à 

flutuação estatística do sinal luminoso. Sua variância. 

e, aproximadamente, o dobro da variância do ruído de uma 
13 7 

fotomultiplicadora no pico do Cs ( 9 9 ) , ou seja, cerca 

de 7%. 

A fotomult iplicadora e um tipo de equipa. -

mento necessariamente associado ao detector de Nal(Tl). 

Ê ura tubo capaz de converter energia luminosa em corren

te elétrica e de multiplicar essa corrente um grande nú

mero de vezes. 

Consta de um fotocatodio, de uma ótica de 

entrada, de uma série de alvos para emissão secundaria 

chamados dinôdi.os e de um anedio, tudo dentro de uma am

pola com vãcuo (98). 

A luz atinge o fotocatodio provocando a e-

missáo (fotoelétrica) de /V elétrons que são guiados pe

lo sistema ético eletrônico ao primeiro dinodio, onde pro 

duzem elétrons secundários. Se o coeficiente de emissão 

secundaria for dj , serão emitidos Ndj elétrons secundári

os que serão dirigidos por outro sistema ético eletrôni

co ao segundo dinodio e, assim, sucessivamente. Se hou

ver n dinédios serão emitidos, no ultimo deles , 
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Na faixa de tensão em que ela trabalha po

de-se supor que seja proporcionai ã tensão entre dino-

elétrons , que serão coletados pelo anédio. Na expressão 

acima d, média geométrica dos d- (difíceis de serem medi 
Is 

d o s ) , é a grandeza que realmente tem sentido. E da or -

dem de 2,5. 

0 fotocatodio é um filme fotossensível de

positado num suporte. Sua resposta espectral depende do 

tipo de cada cobertura fotossensível usada; deve ser bem 

casada com o espectro emitido pelo detector. 

ílã alguma dispersão de sensibilidade devi

da ã complexidade de preparação de fotocatodio, que nao 

é perfeitamente reprodutível, assim como hã alguma não-

-homogeneidade da superfície sensível. 

Na ausência de sinal ainda pode haver cor

rente, no fotocatodio por emissão termoionica, especial -

mente, mas também por emissão de campo, ionização dos ga 

ses residuais, radioatividade interna, etc. 

Os sistemas óticos eletrônicos se constitu 

em de eletrodios com forma tal que criam um campo capaz 

de dirigir os elétrons a uma área relativamente pequena, 

no dinodio a que se destinam. Eles são bem simples no 

sistema fotocatodio-primeiro-dinodio mas se complicam no 

sistema multiplicador propriamente dito, devido as difi

culdades de controle das linhas de força, e ao numero ele_ 

vado de dinodios (até 1 5 ) . 

0 ganho de uma fotomultiplicadora é dado 

por Na /rJs ou seja, 
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dios V : 
o 

d = K V 
o o 

em que K e una constante» Meste caso, 
1 o 

G = (KV )n 

o 

Pondo agor¿ 

V 
o 

JL 
n 

K' ~ K n 

tem-se as seguintes expressões 

G = (KV)n 

HL. - n _áL_ (III. 8) 

G V 

Esta ultima mostra que a fonte de alta ten

são deve ser cuidadosamente estabilizada. 

A sensibilidade da fotomultiplicadora, le

vando em conta todos os seus componentes, tem o nome de 

sensibilidade anodica. É de interesse a variação dessa 

sensibilidade em função do ponto iluminado do fotocato -

dio. 

A corrente de escuro I das fotomultinllca 
o — 

doras se origina de emissão termoicnica, de emissão de 

campo, da ionização dos gases residuais, ja citados, e 
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tanbéra de realimentação luminosa e de corrente de fuga 

resistivac A realimentação luminosa consiste na produção 

de corrente ou de pos-pulsos provenientes de cintilações 

do vidro por elétrons que escapam do sistema da multipli 

cação. 

A relação G/I e extremamente importante 

porque e uma medida da. relação sinal-ruído. A região ó~ 

tima de trabalho é a que apresenta maior relação G/J . 

É arriscado, entretanto, tentar-se tensão muito alta por 

que, devido ã realimentação, o tubo pode começar a osci

lar e, como agora a corrente de escuro esta limitada so 

mente pela da. fonte de tensão o tubo poderá ser permanen 

'temente danificado, se sua corrente maxima permissive! 

for ultrapassada. 

Cerca de 2 0% do ruído vem de flutuações da 

emissão secundária dos dinodios. Como o primeiro está -

gio e o maior responsável por esse tipo de ruído aconse

lha-se aumentar sua tensão de pelo menos 50% com relação 

aos outros. 

Se uma partícula de energia. Ej ceder toda 

a sua energia ao cristal a energia luminosa devolvida 

será 

x\E2 -J N(E)dE = N qE 

em que n e, evidentemente, o numero de fotons de luz por 

unidade de energia absorvida, N(E) e o numero de fotons 

de energia entre E e E+dE e a integral se estende somen

te ao espectro luminoso. 

Nem todos os N fotons -produzidos atingi -

río o fotocatodio. Parte deles será absorvida nas pare-



des , parte no próprio crista].. Se í> for o nüinero de fo

tons que atingirão o catõdio, por foton produzido, en -

t ao 5 

N., - üN 
1 o 

será o numero total dos que o atingirão. Analogamente;, o 

numero de elétrons que sairão do fotocatodio, por foton 

i nc i de n t e sera 

e o numero dos elétrons que atingirão o primeiro dinódio 

será 

N ~ cN 
3 2 3 

em que c e a eficiência, de coleção (numero de elétrons co 

letados no dinodio por- elétron liberado no fotocatodio). 

Indo 5 agora, diretamente ao anedio, pode -

;e escrever 1: 

/V = tf G ~ caür\ —•-— G ~ — 

1 j. 

A carga depositada será 

Q - YE^Ge 

em que e e a carga do elétron. 

Já se viu que os U fotons não saem todo: 



cie uma vez. Saem segundo uma soma de duas exponenciais, 

uma delas podendo ser desprezada diante da outra. Então, 

como o numero total dos que vão ser produzidos e N , po

de-se escrever 

N -~ N e o 

dN -— e dt 

dq - QIdN\ 

- dq Q t j - — J i - exp < 

dt T I T 

(9 1 ( 

0 tempo de trânsito foi considerado despre 

zivel. Realmente ele não e muito importante no caso de 

cristais de Nal(Tl), que são relativamente lentos. 

2.2 Detectores de Ge(Li) 

Os detectores de Ge(Li), assim como os de 

silício, fazem parte de um importantíssimo grupo, que se 

acha em franco desenvolvimento, e que. se denomina tipo 

s e m i-con du tor. 
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Quando uma partícula ionizante atravessa 

um semicondutor eia eleva elétrons à banda de condução, 

sj.multaneamente produzindo buracos na banda de valencia. 

Na presença de um campo elétrico eles se movem para os 

eletródios Induzindo uma carga elétrica num circuito ex

terno. Tanto é o funcionamento deste tipo de detectores 

semelhante ao das câmaras de ionização que eles são tam

bém chamados câmaras de ionização do estado solido. Tem, 

sem embargo, sobre aquelas, a vantagem de serem muito 

mais densos o que resulta em eficiencia de detecção mui

to mais alta. Também a energia média por par favorece 

este tipo de detectores (2,9eV/par para o Ge, 3,6eV/par 

para o Si e cerca de uns 30eV/par para gases). Além dis 

so, como tanto os buracos como os elétrons tem alta mobi 

lidada e corno as distancias de coleção são pequenas, é 

possível obterem-se tempos de coleção relativamente cur

tos , mas as maiores qualidades deste tipo de detectores 

são, sem dúvida, a resolução, que já vai a 2,5keV, e a 

a]t ís sima e s t ab i1idade. 

Entre as desvantagens citam-se a pequenez 

do sinal e o alto nível de ruído, devido â. corrente de 

fuga e a flutuações aleatorias na densidade dos portado

res de carga. 

3 

Os detectores de SiCp = 2,42g/cm e.Z = 14) 

tem eficiencia de detecção mais baixa, do que os de Ge 

para gamas em geral (há preponderância do efeito Comptoni 

São, entretanto, excelentes para raios-X e, como têm 

correntes de fuga menores, podem ser operados â tempera

tura ambiente, ainda com resolução razoável (~3keV). 
3 -

0 Ge (p - 5.35g/cmE e Z = 32) e mats enci. 
ente m a s , como sua corrente de fuga e alta (tem menor in 
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tervalo entre a banda de valência c a de condução), tem 

que ser operado ã temperatura do nitrogênio liquido 

(77°K), o que requer normalmente operação sob vácuo, pa

ra evitar condensação de vapor dágua. Ja existem detec

tores de Ge(Li) comerei ais de 60cm° dè volume ativo, que 

dão uma relação de pico para Compton de 2 0 e resolução 

de 2,7keV. 

'0 tempo de resposta de um detector de 

Ge (LI) ê da ordem de liis. 

Rapidamente os detectores de semicondutor 

estão tornando obsoletos os de Mal(Tl). 

3. MEDIDAS 

Atingindo uma partícula ionizante um detec 

tor, seja ele um clntíiador de M a l ( T l ) , ela produzira um 

pulso luminoso com uma intensidade proporcional a sua e-

nergia. A fotomultiplicadora, sempre associada a este 

detector, verã o pulso luminoso e o transformará num pui 

so de corrente elétrica. Mesmo que o detector não seja 
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de Nal(Tl) ainda se procura obter o p u l s o elétrico. Se 

os pulsos forem todos iguais , como num Geiger-Müller, 

tem-se de contentar com a contagem do número de pulsos , 

mas se eles trouxerem informação sobre a energia cedida 

pelas partículas quase sempre se procura utilizar esta 

informação. Os pulsos terão 5 então, que ser ampliados e 

letronicamente, selecionados de acordo com sua altura c, 

depois 5 é que serão contados. Na ampliação eles sao de

formados, as vezes de propósito, outras vezes nao, par

cialmente superpostos, o ruído è ampliado, adicionam-se 

outros ru íd os e, enfim, ocorre uma serie de fenômenos que 

merecem ser estudados com algum detalhe. 

0 pequeno esboço que se acaba de fazer jã 

da para se notar que hã dois tipos de sinais em uso na 

eletrônica. Uns, cuja amplitude leva o parâmetro de in

teresse, como ¿1 energia da partícula, chamam-se analógi

cos. Outros, com forma e amplitude fixas, levam informa 

çao pela sua presença, ausência ou relação de tempo; cha 

mam-se 

Logo no início deste parágrafo serão vis -

tos alguns problemas de Eletrônica relacionados com a 

análise de pulso. Em seguida serão estudados os equipa

mentos utilizados na análise, desde o pré-amplificador a 

tê o analisador multicanal. 
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Não se visa neste, fazer ura tratamento nem 

introdutório dai Eletrônica dos Pulsos , assunto no qual 

não se e especialista. Visa-se, sim, mostrar como ocor

rem os principais problemas e como eles sao tratados, a™ 

fim de que se possam conhecer as limitações do método a-

nalítico final. 

3.1.1 Ruídos 

0 sinal de saída de um equipamento eletrô

nico e sujeito a ruídos e flutuações, em geral , .não-cor 

relatos. Estes ruídos se adicionam ã variância do sinal 

de entrada. Costumam, por isso, ser caracterizados pela 

sua variância total ou pelo seu desvio padrão (médio qua 

dratico). Ern termos de voltagens tem-se 

2 2, 2 
1 2 n 3 

em que v^3 v^3 . . . , vn são os diversos tipos de ruído. 

Como dependem da freqüência, âs vezes, são definidos por 

unidade de intervalo de freqüe n c i a. • 

Entre eles hâ alguns elimináveis (nao in -

trínsecos) e que são devidos especialmente a: 

- correntes de fuga em soquetes ou pinos 

da fotomultiplicadora, em conectores e cabos e transien

tes devidos a componentes defeituosos ; 
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dv2 

— ! _ - 4 k T R df 

-2 - - . - . 

em que y e o ruido térmico medio quadrático, j e a fre

qüência, k ê a constante de Boltzmann, T ê a temperatu

ra absoluta e R e a resistencia; 

- ruído da corrente da base de transiste -

ress resultante de flutuações estatísticas na corrente 

que flui nela; 

- ruído de Johnson , devido ao fato de que 

a unidade de carga elétrica é discreta e do aue a emls-

- zumbido da a],ta tensãor do pré-amplifica-

dor ou do amplificador; 

- flutuações e ruídos da rede - que podem 

ser eliminados por transformador de isolaçao e filtros de 

i rite r f e r ene i a ; 

- interferencias eletromagnéticas induzi -

das de flutuações nas vizinhanças (motores , chaves ao se 

rem ligadas, etc.) e acoplados por efeitos indutivos ou 

capacitivos 5 elimináveis por blindagens eletrostaticas ou 

magnéticas ou por combinação delas e cuidadosa, terra e 

- variação de temperatura de componentes , 

que podem ser reduzidos por servo-reguladores. 

Entre os intrínsecos citam-se: 

- os presentes no sinal de entrada; 

- "ruído térmico (93) que é devido âs corren 

tes correspondentes ã agitação térmica dos elétrons nos 

resistores. Pode ser expresso por 
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são de partículas no emissor e aleatória por natureza ' e 

•- ruído da corrente do coletor. 

Ruídos análogos ocorrem com válvulas mas 

suas importâncias são diferentes. 0 ruído da corrente de 

base num transistor predomina, enquanto que o de ruído 

de grade de uma válvula, .seu equivalente, é desprezível. 

3.1.2 Formação do pulso 

Como foi visto, o pulso proveniente do de

tector de iial decresce exponencialmente com t =0 ,25ps. 

Se a taxa dc contagem for alta haverá empilhamento dos 

pulsos, uns na cauda dos outros. Mesmo que a contagem 

nao seja elevada, há sempre a possibilidade de tal acon

tecer. 

Por outro lado e mais conveniente aos cir

cuitos lógicos que trabalhem com pulsos de forma retangu 

lar. Outros pulsos devem ter a forma de dente de serra. 

No caso do pulso analógico de um detector, 

em geral e possível tirar-se praticamente toda a. informa 

çao contida nele se o pico já houver sido ultrapassado. 

Alem disso, se o sistema tivesse de reproduzir a cauda, 

a resposta a baixas freqüências requerida do amplifica -

dor o tornaria susceptível a efeitos de zumbidos, micro-

fonia e outros, como o ruído dos detectores, que têm ban 

da muito extensa. C,então, necessário um circuito capaz 

de ceifar a cauda do pulso. 

A essas modificações que se fazem no pul

so, intencionalmente, chama-se formação do pulso. 

São mais importantes neste caso: 

- os métodos RC; 



121. 

- a formação de pulsos gaussianos (ou semi 

-gaussianos) e 

- a linha, de atraso. 

Os métodos RC se baseiam na utilização de 

um circuito CR capaz de efetuar diferenciação, ou de um 

RC integrador ou de combinação deles. 

No circuito diferenciador (Fig. III.2) pro 

voca-se o ceifamento do pulso, sô passando as freqüênci

as mais altas. 0 circuito de integração corresponde a 

um filtro que sô deixa passar as freqüências mais baixas. 

A combinação CR-RC (em geral otimizada quan 

do as duas constantes de tempo são iguais) ê capaz de e-

liminar ais componentes de freqüências mais baixas e as 

de freqüências mais altas, tanto do sinal como do ruído, 

mas o efeito final pode ser uma melhora considerável na 

relação sinal-ruido. 

0 ultimo tipo citado, o nome jã esclarece, 

faz uso do atraso ocorrido numa linha de atraso. 0 si -

nal que a atravessa e utilizado para ceifar o pulso ini

cial. E* excelente para prevenção de empilhamento, mas 

não otimiza ¿1 relação sinal-ruído. 

3.2 Equipamentos eletrônicos 

Ja foi visto que, uma vez saídos do detec

tor 5 os pulsos terão que ser ampliados para serem poste

riormente analisados convenientemente. 
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FIGURA ÏII-2: a) Circuito diferencia. 

b ) Circuito integrador 



A realização dessas duas tarefas exige dos 

responsáveis pela execução de cada parcela do trabalho 

certas características que sao próprias deste tipo de 

analise. Ê necessário, assim, que se especifiquem, con

venientemente, os parâmetros que possam influir nos re 

sultados. So dessas especificações poderá surgir um con 

junto homogêneo de equipamentos capazes de cumprir sua 

finalidade a contento. 

Este estudo visa igualmente evitar que se 

tente exigir de um sistema mais do que ele realmente po

de executar. 

3.2.1 Amplif icador 

Há dois tipos de amplificadores de inferes 

se na espectrometria- g a m a m o s sensíveis a carga e os sen 

síveis a voltagem. 

Define-se ganlio de um amplificador sensí -

vel a carga pela sens itividade de carga, que e a tensão 

produzida na. saída por unidade de carga na entrada e, pe 

la relaçato de tensões de saida e de entrada, no caso de 

ser sensível a tensão. 

0 ganho máximo de um amplificador e da or~ 

dem de 10 , limite determinado pelo ruído. Em geral nao 
3 

precisa ultrapassar 10 com os detectores usuais. 

0 sinal de entrada pode ser positivo ou ne 

gativo, dependendo do detector e de sua conexão. 

A estabilidade ê o fator mais importante 

parai a análise de espectros. Já existem amplificadores 

comerciais, no entanto, capazes de manter o ganho esta -

vel dentro de 5 0ppm/°C enquanto que. o nível-cie corrente 



124 

contínua fica dentro de 50iiV/oC. A estabilidade ã flutu 

ação da linha pode ser melhor do que 0,02%V. Para espec 

tros de Nal é suficiente que a estabilidade final seja 

melhor do que 0,05%. 

Outra característica importante, especial

mente para trabalho com detectores de semicondutores é 

a linearidade entre o pulso amplificado e o sinal de en

trada» Definem-se dois tipo de linearidade, a integral 

e a diferencial . Em ambos os casos , o fim der curva de 

tensão de saída é comparada com a de entrada e a referéri 

cia e a região de baixas tensões (Fig. III.3)(40). 

Hão-linearidade integral e o desvio de ten 

são, em por cento, relativo â máxima tensão de saída: 

12.2*1 _ 

v 
m 

era que A7 e a diferença entre a tensão extrapolada do ze_ 

ro e a obtida em V e a máxima saída. 
m 

A nao-Iineáridade diferencial é proprocio-

nal a derivada da característica de transferência e por

tanto proporcional ao ganho do amplificador. Costuma ser 

representada como na Fig. III. 3 e pela expressão 

D - JL2£à^L 

G 
o 

em que G e o ganho extrapolado da curva ganho contra ten 

são de saída e AG e a diferença entre o ganho medido e 
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FIGURA III-3: A-ganho de urn amplificador 

conparado cor. o linear; B-curva de nSo linearidade (en % 

da saída nominal); C-ganho relativo ( 4 0 ) . 
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A linearidade não é ura condição nu.ito in 

portante para a analiso de espectros de Mal, bastando que 

se mantenha estável. Ja para estudos cora detectores de 

semicondutores necessita-se de nao-linearidade integral 

nelhor do oue D ,05%. 

Outra característica importante de um ampli 

ficador e a capacidade de'se recuperar raoidamente apos 

haver recebido um pulso muito grande com relação aos que 

está medindo. Essa recuperação tom que ser praticamente 

instantânea, isto e, se a sobrecarga for de 300X ele deve 

se recuperar a 2% da. tensão de saída nominal dentro de 

cercai de HJJS , no ganho máximo. 

Finalmente, o nível de rui.do deve ser ser: 

pre ta.o baixo ouanto possível. Se ele não chegar a inter 

ferir apreciavelmente na resolução (como geralmente acon 

tece com detectores de Mal) produzira contagens indesejã 

veis que piorarão a estatística do sinal. 

Frecuentemente e por várias razões a amplia 

ç.ao do sinal e feita em. duas etapas separadas: pre-anpli-

ficador e amplificador (principal). A maior delas e a 

conveniência de os primeiros estágios de ampliação e s t a — 

ren próximos ao detector. 

A melhor resolução se dá quando o sinal de 

entrada do prc-arnlificador e diferenciado cen uma. cens 

tante de tempo igual a x 0 do detector. "To caso da foto 

multiplicadora tem-se uma resistência dc carga R 0 da cr 

dem de lQOKfí em paralelo cor C (de saí^a da f o t o - m u l t i — 

Dlicadora) da ordem de 2 0T>F, O cue da ? 0 C - 0 ,2ps . Para 
- 2 p 

T = T .. j - o sinal ficara reduzido ai l/e em rclacao ao r.a 
O C..L i 

xino do sinal nao diferenciado em cerca de lus. 

http://nu.it
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Corno o sinal de saída e grande (da ordem 

de volts) e como o ruído do pré-amplificador é baixo 

(yV) o ruído do sistema de ampliação será desprezível. 

Também o ganho não precisa ser grande 

(~1X), razão pela qual se usam seguidores de emissor 

(Fig. III. 4) que tem ganho baixo mas têm alta impedância 

de entrada (R. >>100Kí2 e C- de alguns p F ) . R. tem aue in m o i i n 

ser alto para que sua variação com a temperatura nao cau 

se variação de ganho. Do mesmo modo C^ (cabos de ano -

dio da foto-multiplicadora) deve ser pequeno. Os segui

dores de emissor além-de satisfazerem a todas essas con

dições têm excelente linearidade., boa resposta, em fre 

qüêneia e baixa impedância de saída, o que lhes permite 

levar a carga formada pelo cabo de saída do sinal. Se o 

pré-amplif icador for montado longe, da f oto-multiplicado--

ra C será desnecessariamente aumentado, 
m 

0 amplificador principal, para trabalhar 

como o pré-amplificador, já pode ter impedância de entra 

da relativamente baixa. Mele, entretanto, estarão, em 

geral, os circuitos formadores de pulso para redução do 

empilhamento e para adequar o pulso ao analisador multi-

canal. 

3.2.2 Analisador mult Icanal 

Ha varias versões de analisadores multica-

nais. A descrição que se fará ê essencialmente de um 

aparelho em uso no IPR. 

Trata-se de um aparelho com um grande nume 

ro de funções, corno de medida da altura do pulso, multi-

-contagem, contagens em condições especiais como em coin 

c.idência, anti-coincidência, com atraso, impressão na. 
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FIGURA IÏÏ-U: Pre-anplificador seguidor de 



12 9 . 

memoria (de ferrite), leitura de dados na memória para os 

ciloscõpio, para maquina de escrever, para perfuradora de 

fita de papel, medida de tempo, medida de tempo morto e 

vários outros. 

Vão interessar neste trabalho somente as 

partes que tem influência direta com o que será discutido 

na apresentação de métodos de análise de um espectro, is

to e , as responsáveis pela medida da altura de pulso e pe 

lo funcionamento como multi-contador. 

Nestes equipamentos ocorrem circuitos lógi

cos e circuitos analógicos. Os primeiros são os encarre

gados de executar funções de controle , de contagem e os 

segundos encarregados de levar ao sistema a informação de 

maior interesse, a altura do pulso. 

0 sinal analógico entra no aparelho, e am -

plifiçado, pois aí e que se encontra o amplificador prin

cipal que dá um ganho de ate 400 vezes. Terminada a am

plificação o sinal sai em várias direções distintas. Numa 

delas dispara o sistema digiteil de controle e na outra tan. 

bem se transforma em sinal digital. Como o sistema de 

controle gasta algum tempo para operar e como e necessa -

rio formar o pulso analógico para sua digitalização este 

passa primeiro por uma linha de atraso de 4ys e depois 

por urn amplificador especial que termina a formação. É 

daí levado a um circuito de controle chamado porta por 

onde nao passara se o sistema estiver operando outro si

nal. Se a porta estiver aberta ele irá ao sistema dito 

de conversão onde lança uma carga num condensador que se 

descarrega mais ou menos lentamente. A partir daí o pul

so já inicia sua fase digital pois a tensão deste conden

sador controla um circuito tal que sua tensão de saída se 

rã constante até que o condensador descarregue uma parte 
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de sua carga. 0 pulso resultante sera então retangular, 

de altura constante e de comprimento proporcional ã altu 

ra do Inicial. Esse pulso é levado a ura série de circui

tos aos quais põe em -estado inicial para funcionamento. 

Vai também a um oscilador ao qual dispara. 0 sistema de 

controle efetua então varias operações, entre as quais 

contar o numero de pulsos do oscilador (que revela o ca. 

nal para. onde ira uma contagem e que mede o tempo morto) , 

paralisar todo o sistema se chegou ao ultimo canal ou se 

o tempo de contagem estiver terminado' etc. Chegando ' a 

cauda do pulso ao oscilador este parará de oscilar. De 

pois, ela mesma será interpretada como comando de guardar 

o pulso e então começar um ciclo de memorização. 

Voltando agora ao inicio, outro caminho do 

sinal e um discrim.inador de sinais muito pequenos. Se ele 

passar, abre a porta para o sinal analógico, leva o canal 

a zero, acerta o sistema de "overflow" de endereco, arma-

um sistema, dc ¡1- Mc e inicia o sinal de. te mo o morto. 

Uma porta especial, indicando sistema ocupa 

do, recebe sempre todas as ordens de interdição que pos 

sam ocorrer durante a ajiali.se de um pulso. 

As características desejáveis de um anali 

sador sao praticamente as mesmas de um amplificador, is 

to é cstaibi.llda.de sob diversas condições, linearidade di 

ferencial, linearidade integrai e taxa. máxima de conta 

gem, todos devendo ser também da mesma, ordem de grandeza. 

Ura função muito importante do sistema, e 

trabalhar como multi.-contad.or. -leste caso abre-se o pri

me 1 ro cana 1 que passa a reg 1 strar os pu 1 sos de contae:cn 

http://ajiali.se
http://cstaibi.llda.de
http://multi.-contad.or
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recebidos. Proveniente de um sistema externo (um reló

gio) injeta-se um pulso digital. Então, fecha-se o pri 

meiro canal e abre-se o segundo que inicia sua contagem, 

8 ) cl S S 1_ Til j S U C S S sivamente. Esta função presta-se muito 

bem ao estudo de decaimento radioativo. 

3.2.3 Fontes de alimentação 

Todos os equipamentos descritos, como de -

tectores , prê-amplificadores, amplifIcadores, converso -

res, osciladores etc. precisam de alimentação elétrica 

de um ou mais tipos. Uns necessitam de corrente contí -

nua outros de alta tensão, outros simplesmente de tensão 

alternada estabilizada de 110 volts. Grande parte deles 

jã tem suas fontes próprias com as características dese

jáveis. Ha entretanto uma tentativa de normalização fei 

ta por cooperação AEC-NBS nos Estados Unidos chamada nor 

mas NIM (NIM Standards ou Nuclear Instrument Module 

Standard). Segundo essas normas a fonte de alimentação 

com forma própria contem corrediças por onde os instru -

mentos modulares se encaixam podendo, então receber as 

tensões padronizadas de + 24V, -2HV, +12V, -12V, +6V, -6V, 

alem de 115V CA e terra. 

Fontes de boa qualidade resolveriam o pro

blema de uma vez por todas. 

Desagradáveis ao extremo, entretanto, são 

os casos, infelizmente comuns, de tensão da rede muito a. 

cima ou muito abaixo do nominal por tempos longos. Du -

rante a execução deste trabalho mesmo quando se iam fa

zer espectros dos padrões houve ocasiões de grande insta 

bilidade do analisador multicanal que dispõe de um sis

tema de regulagem para uma faixa de +15%. 
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A alta tensão da foto-multipiicadora e um 

caso ainda mais crítico corno se vê da expressão III. 8. 

3.2.4 Outros 

Ha ainda urna infinidade de outros equipa -

mentos , como contadores , rnonocanais , alem de outros de 

caráter puramente complementar, corno registradores, im

pressoras, calculadoras, etc. 

A descrição de todos eles, evidentemente 

nao poderia ser objeto deste trabalho. 



CAPITULO IV 

ANÁLISE DE UM ESPECTRO 



Neste capitulo sera, finalmente, posto o 

problema da analise do espectro produzido por um analisa 

dor multicanal obtido de um cristal de cintilação de 

Nal(Tl). A semelhança de alguns métodos deste estudo com 

os de analise de espectros de detectores de Ge(Li) e o 

crescente emprego destes últimos fez que não se fugisse 

de tratar de alguns métodos quase específicos para detec 

tores de semicondutores. 

Não se reservou, como se pretendia inicia_l 

mente, um espaço para o estudo dos métodos de determina

ção de meia-vida e de taxas iniciais de contagens (pro -

porcionais aos teores) porque jã se conta no IPR com um 

programa de analises bastante bom (60) baseado no método 

dos mínimos quadrados ponderados. Alem disso, não obs -

tante sua aparente facilidade hã uma correlação entre 

contagens de diferentes intervalos (48) que nao foi ain

da inteiramente resolvido. Não fossem essas razões ain

da hã mais uma, qual seja alongar este trabalho alem dos 

limites predeterminados. 

Para não ficar tal assunto totalmente sem 

discussão, tal e sua importância na analise qualitativa 
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e quantitativa, far-se-á apenas uma citação superficial 

dos trabalhos publicados. 

Um parágrafo de maiores dimensões será des_ 

tinado â apresentação detalhada dos problemas existentes 

e dos métodos de solução. 

Reforça-se neste ponto a meta principal, des 

te trabalho - determinações de elementos mediante a aná

lise do espectro e não a espectrografía nuclear. 

1. FORMULAÇÃO DO PROBLEMA 

Quando uma substância composta é irradiada 

num reator, num acelerador ou noutra fonte qualquer de 

partículas capazes de provocar reações nucleares, os vá

rios nuclídeos presentes'na amostra se sujeitam a se 

transformarem noutros, que por sua. vez são freqüentemen

te, radioativos. Às atividades induzidas dependem da e-

nergia e do numero de partículas incidentes na amostra 

oor unidade de tempo, das carac teristicas nucleares do 

alvo, do numero de nuclideos - alvo presentes e.das cons 
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tantes cie desintegração dos produtos formados. Geralmen 

te hã um tempo de espera entre o termino da. irradiação e 

o início da contagem durante o qual alguns componentes 

de meia vida curta podem decair tanto a ponto de não 

mais poderem ser detectados. Pode haver também produtos 

de meia vida tão longa que também venham a não ser detec 

tados, assim como pode haver aqueles emissores .de partí

culas não detectáveis pelo detector utilizado. 

Considerados agora somente os produtos que 

serão detectados através de sua radiação e fãcil verifi

car-se que se se conhecer 1 a eficiência do detector que 

pode ser transformada em taxa líquida de pulsos contados 

por unidade cie massa do nuclídeo (sob condições padroni

zadas de irradiação e de contagem) poder~se-ã determinar-

a massa de cada elemento. 

Se o analisador estiver sendo utilizado co

mo multi-contador os dados deverão ser considerados como 

resultantes da evolução de uma soma. de exponenciais com 

o tempo. Se houver alguma maneira de se determinar pelo 

calculo as constantes de desintegração elas darão infor

mações qualitativas dos elementos presentes. Se os coe

ficientes das exponenciais também forem determinados, 

ter-se-ão medidas das taxas de contagens de quaisquer com 

ponentes calculados a qualquer tempo. Se houver interfe 

rencias fortes mas se os pulsos forem de alturas depcn -

dentes da energia das partículas detectadas muitas vezes 

se pode fazer uma discriminação (com um analisador mo-

no-canal, por exemplo) trabalhando-se em região mais fa 

voravel. 

Se o aparelho estiver funcionando como ana 

lisador de altura de pulso, então, ele estará distribuiu 

do pelos seus canais contagens de cada um dos produtos 
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superpondo-as entre si e com o ruído de fundo de todo o 

s istema. 

Afim de fixar idéias imagine-se um único 

nuclídeo produto j presente. A formação do pulso e sua 

analise seguiu todo aquele processo jã descrito, isto é, 

desintegração do nuclídeo com emissão de um ou mais ga

mas, interação dos gamas com o detector (efeito foto ele 

tricô, efeito Compton e produção de pares) com possível 

perda de parte da energia por diversos processos, lumi -

nescência do cristal, reflexão da luz nas paredes do 

cristal absorção parcial dessa luz por diversos proces -

sos produção de elétrons e sua multiplicação pela foto -

multiplicadora, pré-amplificação do sinal, amplificação e 

analise e registro na memoria com introdução de ruídos 

dos diversos tipos em todas as fases. Em toda essa se 

quênciai o pulso jã leva das fases iniciais sua caracte ~ 

ristica fundamental - baixa resolução. Cada fotopico, 

que deveriai ser uma linha é aproximadamente uma gaussia-

na com meia largura cobrindo cerca de 10% da energia. A 

contribuição do efeito Compton, melhor fora que não exis_ 

tisse, que, de acordo com as expressões III.6 e III.7,de 

veria ter um máximo bem definido em 

2 em o2 

E (Compton) = E-E ' . = — , (IV.l) 
max ^ min 7 

e 

mostra-se um continuo, sem arestas, concordando suavemen 

te com fotopico num pequeno vale ( oite r.unc a deixai de dar 

contagens). 

Quando hã vários gamas observam-se vários 
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xotopicos que, superpondo-se entre si, a valores e a má

ximos de efeito Compton dificultam bastante a interpreta 

ção do espectro. 

Não obstante essa complicação enorme, se o 

analisador muiticanal estivei-1 calibrado em energia, as 

energias de um nuclídeo desconhecido podem ser determina 

das e, com alguma pratica, se pode identificar rapidamen 

te o nuclídeo presente. Para isto são de extrema valia 

o conhecimento da meia-vida, ainda que aproximado, e do 

tipo de amostra em estudo. Ja apresentando alguma difi

culdade o estudo de dois ou três componentes, ele se tor 

na impraticável se o número for maior. 

Sejam, agora, um canal i dos n e um único 

produto ,j de meia-vida muito grande com relação ao tempo 

de contagem. Se as condições de medida forem tais que 

este canal registre contagens do • produto .;/, analogamente 

ao que se mostrou paginas atras, a taxa liqüida de conta 

geia neste canal serã proporcional ã massa do elemento 

que deu origem ao nuclideo radioativo j . Peiteis as medi 

das sob condições padronizadas conhecer-se-a aquela mas

sa. Como isso e valido para todos os n canais que con -

tam o produto j , todos eles concorrerão para a determina 

çao mais precisa da massa (e ate de sua variância). 

Ainda,fixando a atenção no canal i , imagi

ne-se que haja dois produtos radioativos. A taxa de con 

tagem líquida em i sera a soma de duas parcelas, uma pro 

porcional a massa de um dos radionuclxdeos e outra pro -

porcional a do outro. Sozinho, o canal -i não serã capaz 

de prestar as informações requeridas: massas dos dois e 

lamentos precursores. Dois canais consecutivos , i e 

i+l„ provavelmente não darão um sistema de equações line 

ares capaz de solucionar o problema porque existem os er 
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ros•estatísticos de contagem e as distribuições de altu

ras de pulsos são muito lisas - contagens de canais con

tíguos são essencialmente iguais. 

0 raciocínio que se faz para um canal pode 

ser feito para um grupamento deles. Os grupamentos que 

dão mais informações são aqueles que enfeixam fotopicos. 

Neste caso, pode-se utilizar um sistema de equações, tan 

tas quantas sao os componentes. 

lias hâ métodos bem mais refinados para re

solver este problema que assim se enuncia: Dado um es

pectro de uma amostra obtido num analisador multicanal e 

dados espectros de possíveis componentes e seus respecti 

vos espectros de ruido de fundo todos obtidos nas mesmas 

condições padronizadas, achar a melhor combinação linear 

dos espectros-padrões que reconstitua o espectro da amos 

tra. 

Neste caso o produto do coeficiente de um 

padrão j pela massa do elemento que produziu espectro pa 

drão dará a massa deste elemento na amostra. 

Na pratica, as condições não sao padroniza 

das como o problema foi posto. Fazem-se correções de 

tempo de.irradiação," de fluxo de partículas incidentes , 

de decaimento e outras. 

É grande o numero de tentativas de se faze 

rem as medidas e os cálculos automaticamente, muitas de

las com sucesso (':-, 11, 43, 73, 81, 1 1 7 ) . 



2. LIMITE DE DETECÇÃO. LIMITE DE DETERMINAÇÃO 

Serão utilizadas neste trabalho as recomen 
- 2 5 

dações de CURRIE que estuda trabalhos anteriores , corno 

ALTSHULER 1, K O C H 7 1 , WATT' 1 2 0 e outros. Ele sugere crité

rios bastante interessantes de limites de detecção quali 

tativa e de determinações quantitativa que se aplicam, 

não sé a problemas relacionados a radioatividade mas, a 

qualquer outro em que. se meça urn sinal (leitura de um a-

parelho), que represente a grandeza de interesse na pre

sença de um ruído. 

Sejam, assim, as médias das populações \i}J3 

VI e y . , do branco (medida sem amostra) , da amostra 
ti+S A' 5 

sem correção e da amostra exata, respectivamente, com 

valores medidos, B3 (A + B) e (A + B)-B (-A), 

Os desvios padrões se relacionam pelai ex -

pressão 

- \ 2
 «

 2 

°A - \a(A + B) °B 

" 7 
(IV.2) 
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e as expressões 11.76 e 11.77 se escreverão 

P(A>LJH ) = a • (IV.3) 
o ' o 

Ln = k a. = k a (IV.4) 

C a A a o 

0 valor de k , no caso mais geral, pode se 

referir a uma distribuição diferente da do t de Student 

mas representa sempre a abcissa da distribuição, em uni

dades de seu desvio padrão, tal que IV.3 se aplique. 

Se A<Lç deve-se dizer não-detectado e o li 

rcite superior L„+k deve ser dado. 

C a 

Imagine-se, agora que o valor de A medido 

seja maior do que L e que portanto se possa dizer que 

houve detecção. É de grande utilidade também o limite 

de detecção, L , definido como sendo o menor valor da me 

dida que indicara detectado com uma probabilidade 1-Çí 

sob a hipótese - L 

P(A<LC\H) -- 1-3 

crever 

Analogamente ao caso anterior pode-se es 

'D = LC + k 3 °D ( I V > 5 ) 

Neste caso o valor dado deveria ser 

k!iAD 
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em que k^ se refere ao intervalo de confiança para duas 

caudas de igual probabilidade $/2. 

Finalmente, para análise quantitativa, de

fine-se o limite de determinação 

LQ = kQoQ (IV.6) 

em que o critério de fixação de k e de que o desvio pa

drão seja uma pequena fração do verdadeiro valor. 

As formulas poderão ser simplificadas se, 

pelo menos aproximadamente 

o 0 D ( 

kn = 0 

Lntão, 

Lc = ka 

LD = 2L (IV.7) 

L n — 1 0 o 

Se os riscos aceitáveis forem de 5%, como 

e tar.tbéw freqüente, e a distribuição for normal k valerá 

1,645. 
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O desvio padrão do sinal (líquido) quase 

sempre toma também uma forma mais simples porque o A + Q ~ a p 

ou seja, de acordo com IV.2 

a = a .,/!" 

3. ANALISE DE ESPECTRO DE MULTI-CONTADOR 

Como ja se acentuou no Capitulo III traba

lha-se com multi-contadores quando se deseja conhecer o 

comportamento temporal da radioatividade. Os diversos 

canais conterão, portanto, o numero de pulsos que chega

ram ao aparelho em intervalos de tempo sucessivos , contí 

guos ou nao, quase sempre iguais e resultantes de alguma 

discriminação previa.. Essa discriminação pode ser, por 

exemplo, com um analisador monocanal. com janela enqua 

drando bem algum fotopico de interesse. 

ííais concretamente, fixando-se a atenção no 

caso mais freqüente, tem-se uma misturai de m radioisóto

pos que dão uma taxa de contagem global 



m 

C(t) 

3 = 0 

-X .t 
C .(0)3 J + B 
3 

Se a contagem for do tempo ate t a > o 

numero contado será 

m 

N 

3 = 0" "i 

t . + t -X .t 
^ a C . e ü dt + Btn 

t . J 

em que se simplificou a notação de C AO) para Cy Então, 

m 

N . -
C • -x .t 
_ 3 _ e 3 

«7 = 0 3 

t . + t 
i a 

t . 

+ Bt 

m 

/L J 

3=0 

C . e 
3 

•X .t 
3 o. 

X . 
3 

-X .t , 
1-e

 3 a V Bt 
a 

Então a taxa de contagem sera (60): 

N rn 

n 

-X .t 
~Xt . * 3 « \. g ^ _Jjg£_ + p 

•o 
x .t 
3 a 

(IV.8) 

Os parâmetros úteis são, C ., taxa de con ca 

pem devida ao componente j no tempo t = 0 e. os X . (ou os 
3 

tl). 
~2 
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A taxa de contagem n . e teórica. Na reali 

dade os valores observados são outros sendo fãcil mos

trar-se que. a contagem observada segue a distribuição de 

Bernoulli (115) . 

0 numero de trabalhos visando ã determina

ção de parâmetros deste tipo de curvas é enorme. Como já 

foi visto, eles se prestam á analise qualitativa através 

do conhecimento aproximado da energia de pelo menos um 

dos gamas em estudo e da moia-vida correspondente e, tám 

bem, a analise quantitativa, pelo conhecimento da ativi

dade de cada componente a qualquer tempo. Infelizmente 

muitos autores pretendiam somente a determinação do para 

metro nuclear -- meia-vida. Por esta razão, quase sempre 

o problema e, apenas, parcialmente resolvido. 

0 trabalho fundamental no assunto e, pro -
9 7 

vavelmente, de PEiERLS que trata o problema pelo méto

do da máxima verossimilhança admitindo que o tempo de 

contagem seja pequeno com relação â meia-vida e sem in -

tervalo de espera. 

Em 19 6 0 MOORE e Z E I G L E R 8 4 publicam ' um 

trabalho no qual comunicam obter sucesso na aplicação do 

método dos mínimos quadrados não lineares para uma mistu 

ra de 6 radioisótopos. 

] 1 2 ~ 
Em 1962 STECK * x forma a função verossimi

lhança para a desintegração radioativa de um radioisoto-
. . . " ~ . . - 6 9 

po partindo da distribuição ntultinomial (apud KENDALL ") 

dos pulsos nos intervalos de tempo e estima X pela máxi

ma verossimilhança. Em seguida resolve o mesmo problema 

pelo minimo (KENDALL, op. cit.) e conclui que as vari 

anciãs do estimador da constante de desintegração sao a-

proximadümente iguais nos dois métodos. Julga o método 
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do mínimo x para uma componente um pouco inferior por -

que da um pouco mais de tendência nas proximidades das 

condições ótimas de contagens. 

5 6 

HEHL et alii estendem o método de 

Peierls a condições mais gerais. Admitem tempos de con

tagem não desprezíveis diante da meia-vida e tempo de es 

pera entre intervalos de contagens. 

8 7 

1JERVIK descreve, em 1962 , o programa de 

computador Brunhilde - capaz de analisar curvas de decai 

mento de vários componentes baseado no método dos mini -

mos quadrados. 
1+5 - ,. . 

GARDEER desenvolve um método para anali

se de curvas de decaimento de muitos componentes baseado 

nas transformadas de Fourier. Em 19 6 9 COMES e PIMEN-
'47 

TEL txzeram um programa de analise baseado no trabalho 

de Gardner. 

Em 1964, REITER"^ 1 faz um programa de com

putador para analise da curva de decaimento de dois radi 

onuclídeos, conhecidas as meias-vidas, pelo método dos -

mínimos quadrados ajustando uma soma de exponenciais con

tra os dados experimentais. Toma como pesos • elementos 

da diagonal principal da matriz os inversos das conta 

gens liquidas (corrigidas do ruído de fundo) recusando pa 

ra o calculo pontos cuja contagem total seja menor do 

que duais vezes a de fundo, 

4 8 . - . 

GR/uíT , mais preocupado com a otimização 

das contagens, parte cia função distribuição exata para u i ; 

nuclídeo, sem ruído de fundo e calcula os valores espe

rados nos diversos canais e suas corre tações. í!ao encon 

tra o valor de ,\ mas consegue determinar sua variância -
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JÂNOSSY afirma que o método da máxima ve 

rossimilhança fornece formulas mais convenientes para 

computação numérica e assim resolve o problema de vários 

componentes supondo que a distribuição de pulsos em um 

canal seja de Poisson. 

46 

GARDNER fez um programa FORTRAN para vá

rios componentes por linearização e posterior iteração. 

KIRBY e B R A U N 7 0 em 19 66, trabalhando 

com moias-vidas curtas (altas taxas de contagem) tinham 

o problema duplo de determinar A e fazer correção pelo 

tempo morto. Usaram duas variantes do método dos mini -

mos quadrados para a obtenção do ajuste para um componen 

te. 

] 15 

STEVENSON " estuda o problema de uma ma -

neira bastante extensiva para um e para vários componen

tes . 

- 13 4 

STERLINSK1 " em julho de 19 66, com tanta 

bibliografia ja enteio disponível, ainda vê possibilidade 

de importância pratica na utilização do método dos míni

mos quadrados simples, sem peso, para um componente. 

Em 1967 , e I S E N H O U R 6 6 estudam o 

problema da minimização dos erros de analise por ativa --

çao para um ou vários componentes. Apoiam-se na distri

buição binomial mas entram 'Logo num caminho duvidoso uti 

lizando a expressão aproximada 11.64. 

HORTA e G O M E S 6 0 fizeram, em 196 8, um 

programa de computador em FORTRAN IV para analise pelo 

mctodo dos mínimos quadrados com opções pare. calculo das 

taxas iniciais e de melas-videis num total de 8 parâme 

tros (limitação dada pela memoria do computador então d is 

ponível, um IBM 1130), Corrigem por contagem de fundo e 
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pelo tempo morto. No caso de estimação de meias-vidas o 

método e não-linear, iterativo. Um - componente e admiti

do de cada vez, reccnhecendo-se o numero ótimo por ser o 

maior que ainda permite convergência nas iterações. A 

estatística considerada num canal ê a de Poisson. Fize

ram no mesmo amo um programa mais geral para a determina 

ção de parâmetros de funções não lineares (Cap.II - item 

5.3.2) (61). 

CASTRO MADERO et a l i i 1 4 , em 1968, publica

ram estudo sobre a correção de tempo morto. 

90 • -
ORTH e outros utilizaram a técnica da ma 

xima verossimilhança para o caso de dois componentes com 

distribuição de Poisson em cada canal e para distribui

ção normal. 

JENKINS e MC M I L L A N 6 4 fizeram, em 196 8, um 

programa de computador em FORTRAN IV para calculo de ta

xas de contagens iniciais cie misturas de nuclídeos pelo 

método dos mínimos quadrados aplicável mesmo ao caso de 

cadeias de dois componentes. 
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4. MÉTODOS DE ANALISE DE ESPECTROS DE ALTURAS DE PULSOS 

Foi visto no Capitulo III o mecanismo da 

detecção de um gama num cristal de Nal(Tl) e da conver -

sao da energia de uma cintilação num pulso elétrico na 

amplificação e na analise desse pulso. Posto o sistema 

a funcionar obteve-se um espectro como o da Fig. IV.1 

que contém fotopicos do material em estudo, contribuição 

do efeito Cornpton, de produção de pares e varias outras. 

Uma das -tarefas do pessoal da espectrosco

pia nuclear tem sido sempre a análise do espectro em ter 

mos dos gamas individuais, i.e., tem sido seu interesse 

a determinação da energia de cada gama e do numero médio 

de cada um desses gamas por desintegração. Não surpreen 

de., pois , que os trabalhos iniciais de análise de espec

tros de vários nuclídeos tenha trazido quase intactas as 

técnicas anteriores. Só* com o passar dos anos o novo 

problema de analise, em termos de nuclídeos (conjuntos de 

gamas em proporções constantes) foi se fixando e sendo 

resolvido. 

A proeminência do fotopi.co sempre o indi -• 
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cou ceno ponto de partida aos espectroscopistas. A medi 

da de sua altura ou de sua área - netodo das arcas dos pi 

cos - ten sido un dos pontos principais do estudo. A con 

tribuicão do efeito Compton de algún outro raio-y, ou nes 

no a superposição de picos, foi sempre um problema desa 

lentador. 

Desenvolveram-se, assim, conforme os meios 

de que cada laboratorio dispunha, os mais variados reto 

dos gráficos, algébricos ou D u r a m e n t e numéricos, e esta 

tísticos. 

Anos medida a arca de alpim fotonico ocor 

reu a idéia, obvia, de se subtrair todo o efeito de un pi_ 

co por comparação con un pedrao. A inexistencia de pa 

croes de todos as energias foi então um problema crítico 

mas que foi aos poucos sendo vencido ror processos mais 

complicados de interpolação. Ai o computador à a era im 

p r e s c i n d í v e 1. 

Com computadores era também v5.avel procurar 

-se una curva oue representasse o espectro sufici.entemen 

te bem. Várias delas foram usadas. Neste ponto, a sub 

tração, gr ama por gama, era?, método razoavelmente firmado. 

Ê o método do de^iob:rjo::!cnto ("strippinç- , "un.folding" ou 

"unscrambling 1 7) . Parte-se de curvas conhecidas e efetua 

-se a. subtração de cada um. dos componentes ate oue o r o"to 

pico desapareça. 

0 método do desdobramento aplica-se tamben 

a uma mistura de nuclideos , mas a síntese de espectros de 

nuciiácoG de va¡.rios gamas e complicada. 

Finalmente, surgiu a ideia ce se considere 1 0 

o espectro da anostra como uma combinação linear de en 

nectres padrees, canal, por canal, o ai usté sendo ^e:ito 
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4.1 Cuidados gerais na obtenção de dados 

Os cuidados gerais na obtenção dos dados 

para o tratamento numérico final envolvem todas as fases 

da medida. Por isso serão estudados mais ou menos deta

lhadamente e na ordem em que se apresentam. 

Sem dúvida um dos pontos mais importantes 

para se obterem boas medidas com equipamentos elétroni -

cos sao as condições atmosféricas do local de trabalho. 

0 ar deve ser puro, filtrado, relativamente seco, sem 

correntes e sua temperatura deve ser estável a + 0,S°C 

ou menos, 

0 chão, todos os objetos da sala, todas as 

reentrâncias e cantos devem ser limpos com freqüência, -

com aspirador de po e com escova. Os espanadores e os 

panos molhados deves ser evitados a todo o custo. Em ca 

pelo método dos mínimos quadrados. Daí para ca o método 

tem sido extensivamente estudado e grande numero de pro

gramas tem sido feito. 

0 método do desdobramento caiu a segundo 

plano, embora com o advento de bons detectores de semi -

condutores tenha recuperado certa preferência. 

A utilização de qualquer desses métodos re 

quer a obtenção de dados em condições bastante cuidado -

sas, razão pela qual se discutirão no paragrafo seguinte 

alguns cuidados importantes. 
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sos extremos utilizar-se um jato de ar seco em conjunção 

com o aspirador de pó. 

Os conectores, machos e fêmeos, devem ser 

caprichosamente, limpos com uma pequena escova, todas as 

vezes que tiverem de ser ligados. 

Os fios no chão, especialmente em locais 

de passagem, muitas vezes são causas de ruídos eletrôni

cos e de acidentes. 

As mudanças freqüentes de aparelhagem de 

um local para outro, alem de porem em risco seus compo -

nentes por choques e trepidações", acabam danificando os 

conectores, quebrando cabos, e abrindo ligações. 

•As flutuações de tensão da linha são alta

mente indesejáveis, nunca devendo ultrapassai"1 a ±15%. 

A maior parte dos aparelhos com fonte de tensão própria 

corrige tais flutuações dentro daqueles limites, mas po

de haver necessidade de se dispor de um estabilizador de 

boa qualidade. 

0 controle da ciclagem no Brasil ainda e 

feito muito precariamente. As flutuações são grandes e 

sua correção, num laboratório, não e muito simples de ser 

realizada. Os cronômetros baseados nela devem ser utili 

zados com grande parcimônia, preferindo-se os oscilado -

res a cristal como padrões de freqüência, 

Os ruídos da rede podem e devem ser elimi

nados por transformadores de isolaçao e filtros de inter 

ferencia. 

Um fio-terra de boa qualidade é indispensa 

vel. 

Todos cs contatos elétricos, inclusive cs 
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do fio-terra, devem ser verificados com atenção devendo 

seus elementos se ajustar perfeitamente, sem folga. Fi

cando frouxos serão uma fonte constante dos ruídos mais 

indesej ãveis. 

Antes de se iniciar qualquer serie de med_i 

das deve-se testar cuidadosamente cada chave dos out:cos 

aparelhos nas proximidades para se verificar se alguma , 

ao ser ligada, introduzira algum ruído nas medidas. 

Como as interrupções de energia elétrica 

são muito freqüentes deve-se cuidar para que aqueles apa 

relhos que não possam ser religados novamente ou porque 

se danifiquem ou porque percam as informações jã coleta

das tenham relés de proteção contra religações. 

Sem duvida, são também desejáveis alarmes 

ou reles de proteção para os casos de tensão muito alta 

ou muito baixa. 

Finalmente, todos os aparelhos em uso de

vem ser mantidos sem as coberturas de plásticos nas suas 

caixas próprias, evitando-se muita proximidade um do ou

tro. Essas proximidades, assim como a existência de pa

péis ou livros sobre os crivos de ventilação 'superiores , 

ou debaixo dos aparelhos prejudicam seu sistema de venti 

laçao, modificando-lhes as características ou, até, dani 

ficando-os. Ao contrario, todos os aparelhos que não es 

tejam em uso devem ser cuidadosamente cobertos com suas 

capas de plásticos. 

4.1.1. Radiação ambiental e cósmica 

E um problema comum a todos os sistemas de 

detecção e de medida de radiação era níveis moderados e 
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baixos. Consiste em contagem espúria, causada essencial 

mente por gamas provenientes de radioatividade natural 

de substâncias do detector e de suas vizinhanças , inclu

indo materiais de blindagem. Picos de baixa intensidade 

desse tipo de contagem são superpostos ao contínuo causa 

do por "Bremsstrahlung" e radiação cósmica penetrante. £* 

de se esperar que a introdução de absorvente adicional em 

torno do detector reduza os gamas exponencialmente mas o 

contínuo se mantenha relativamente inalterado (120). 

A radiação cósmica penetrante è provenien

te da interação da radiação primária de altíssima ener -

gia (essencialmente de protons, alfas ou núcleos leves 
"I 2 ] 7 

de 10~ ' a 10" eV) com as partes superiores da atmosfera 

e dando em conseqüência várias partículas secundárias 

(núcleons , mê sons híperons anti-partículas e t c ) . Es 

tas, por sua vez, se multiplicam rapidamente, formando 

um feixe que atinge uma area de cerca de lm no nível do 

mar (op. cit. ) . Os mésons TT°, que sao produto de vários 

tipos de reações ou de desintegrações, também são capa -

zes de iniciar um tipo especial de cascata (cascata fõ -

ton-elétron) cujos componentes se espalhara por uma área 

que pode ultrapassar 500m". Ai ja apareceram mesons y 

muito penetrantes, os últimos a serem absorvidos. Como 

essas cascatas foton-eletron têm dimensões muito maiores 

do que o feixe central, elas constituem o maior problema 

de radiação cósmica. Em compensação, como sao coinciden 

tes dentro de lps, seu efeito pode ser bastante reduzido 

por técnicas de anticoincidencia. Os fotons mais pene -

trantes podem também ser eficientemente reduzidos por 

blindagem (3 0cm de chumbo). 

Também o "Bremsstrahlung" , que de acordo 
- . . . 2 

com as expressões III.5 e III.i e proporcional Z do 
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material absorvente, contribui para o aumento da contagem 

de fundo. Diante disso conclui-se que, junto ao chumbo, 

deve haver uma parede de material.de baixo Z. 

Para estudos a energias mais baixas pode ha 

ver necessidade de se blindarem os raios-X característi -

cos do Pb produzidos por interação de radiação cósmica ou 

da própria amostra a ser medida. 

Também o nível de radioatividade local tem 

influência decisiva na contagem de fundo. Deve-se tanto 

a radioisótopos naturais como a artificiais. 

Entre os radioisótopos naturais citam-se,co 

mo mais importantes, os das famílias do urânio e do tório, 

bastante abundantes nas rochas mais acideis, como o grani-
~ 2 2 8 2 0 8 

to. A contribuição cio Ac e do Tl na Guanabara é fa 

cilmente notada (102). 

4 0 . - . - . 
0 K , isótopo radioativo do potássio, e 

b a st ante abun dan t e. 

Também os produtos de fissão presentes na 

r - 90 n 137 ,., ,.,97 r, .,,103 - 1 0 6 
atmosfera, corno br , Cs , Zr-Nb , Ru-Rh , Rh e 
v - 3 5 ~ 
Kr sao comuns. 

0 chumbo e o alumínio normalmente apresen -

tam radioatividade bastante alta e por isso devem ser es 

colhidos cuidadosamente. Ja o cobre,o ferro e substanci

as orgânicas são praticamente inativos. 

4.1,2 Problemas com amostras e dos padrões 

Um dos requisitos fundamentais dos métodos 

de analise é que a contribuição de um dado nuclideo por 

unidade de massa desse nuclideo na faixa do espectro em 

http://material.de
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que vai ser analisado seja independente da composição da 

amostra. Como se vera, essa condição não e muito fácil 

de ser cumprida. 

As primeiras dificuldades começam no prepa 

ro dos padrões e das amostras a serem analisadas. Os pa 

drões têm de ser tão puros quanto possível e de sofrerem 

o mínimo manuseio para se evitar qualquer contaminação. 

Traços de impurezas que se ativam fortemente estão, âs 

vezes, presentes nos padrões mais puros. Nao há outro 

remédio senão deixar a impureza decair, se ela tiver 

meia-vida bem menor do que o padrão ou Identificá-la e" 

fazer sua subtração. 

119 

TROMBKA e SMADEBECK encontraram Na 

em um de seus padrões de Cr e As nos padrões de Mn, .Sc e 

I. 

Os frascos de irradiação seio problema de 

todos os dias. Em cada nova batelada deve ser verifica

da a presença de impurezas. A troca de frascos de pa 
41 

drões antes da contagem e uma necessidade. Soprar o A 

formado do ar e também aconselhável. 

Também ê boa norma não se trabalhar com ma 

feriais de densidades ou de propriedades nucleares macros 

copicas muito diferentes nem com amostras de formas mui

to variáveis. Amostras diferentes sob esses aspectos se 

rão irradiadas diferentemente (49) seja pelo seu efeito 

desigual sobre o fluxo de nêutrons como na depressão nas 

proximidades da amostra, na auto-blindagem e no poder de 

rao de ração. 

A densidade, o numero atômico e as dimen

sões variáveis têm influência também na contagem se esti 

verem medindo gamas de energia baixa, ja que haverá dife 
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renças de auto--absorção e de posicionamento fonte-detec-

tor. Também sao importantes no caso, muitíssimo freqüen 

t e , de existirem emissores beta nos padrões ou na amos

tra. Esses betas sempre produzirão quantidades de 

"Bremsstrahlung" dependentes de sua composição e poderão 

mesmo penetrar no cristal. Pode-se evitar que penetrem 

no detector colocando-se uma placa de plástico e s p e s s a 

entre este e a amostra. Haverá, todavia, sempre alguma 

contribuição do "Bremsstrahlung" especialmente se os 
118 

betas forem de alta energia. TROMBKA lembra que 

para desdobramento ê necessário um padrão para 

"Bremsstrahlung". 

Tanto no caso da presença de betas de alta 

energia como no caso de materiais muito densos é bom evi

tar-se a analise baseada em gamas de energias muito bai

xas . 

E claro que nem todos os métodos de anali

se sofrem da interferência de todos os fatores. Os meto 

dos mais simples como os baseados na medida de áreas sao, 

ê claro, menos sensíveis a vários problemas como impure

zas nos padrões e nos frascos de irradiação, 

"Br e ms s t r ah 1 u n g " e c o n t a g e m d e. b e t a. s . 

10 4 

ROUTTI e P R U S S I N i U chamam a atenção para 

o fato de que os erros e incertezas da analise de um es

pectro de altura de pulsos de semicondutores não se pro

pagarem a outras partes, nao existindo uma função respos_ 

ta extensiva. Isso reduz consideravelmente a precisão 

das técnicas de analise que nao passam de medidas de a-

reas . 

A reprodutibilidade de posicionamento da a 

mostra com relação ao detector sé se consegue satisfato

riamente em dois casos extremos - cristal de poço com 
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fonte bem no seu interior e fonte afastada. A primeira 

opção e Incompatível com a eliminação de betas de alta e 

nergia sem muito sacrifício de volume útil e a ultima e 

incompatível com alta eficiência de contagem, fator que, 

sem duvida, permitira retirada de maior informação da a-

mostra num mesmo tempo. 

4.1.3 Detector, fotomultiplicadora e prcamplificador 

Este conjunto e o mais sensível a efeitos 

externos devendo ser Instalado, devidamente blindado con 

tra radiação cósmica e ambiental, em local bem protegido 

contra vibrações, campos magnéticos intensos , u idade e 

variações de temperatura. É o principal causador de um 

dos problemas mais sérios da analise de espectros - as 

variações de zero e de ganho. Essas variações consistem 

na alteração da curva de calibração se jai por mudança de 

inclinação, seja por deixar de passar no zero. 

Os manuais de instrução devem ser cônsul 

tados antes de se ligar qualquer terra a. este sistema pos 

to que isto pode fazer mais mal que bem. Também se deve 

ter em mente que em alguns casos o preamplificador e al_i 

mentado pela mesma linha que leva. o sinal ao amplifica -

dor. 

Como se não fossem suficientes as dores de 

cabeça causadas peias instabilidades e pelo ruído Inevi

tável ha também o problema de uma contribuição devida ao 

efeito Compton que toma informação que poderia estar no 

fotopico, assim caracterizando melhor o espectro., abastar 

dando-a, espalhando-a quase caóticamente por uma região 

que compreende mais da metade do espectro, na maior par 

te das vezes. 
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4.1.3.1 Estabilização de ganho e de zero 

0 sistema cristal-fotomultiplicadora-pream 

plificador certamente não e o único responsável pelo se

rio problema de falta de estabilidade. Mas, como, também 

certamente, e o maior culpado pela falta, todas as dis -

cussões relativas a sua solução serão apresentadas neste 

item. 

São Inúmeros os trabalhos no sentido de 

resolver o problema ou, de alguma forma, minorá-lo. FITE 
4 3 • 

et alii , em 1962, lembraram da impossibilidade' de 

comparação de amostra e padrões para fins analíticos se 

não forem ativadas e contadas em condições idênticas e 

mostraram que as razões da deriva (drift) eram a fotomul 

tiplicadora e sua fonte de alimentação. Aqueles autores 

discutem então alguns dos processos então conhecidos. 0 

processo de V/aard consiste em acoplar-se um analisador 

linear na saída, do amplificador linear 1 do sistema fazen

do-o passar de um lado para outro de um pico de referên

cia. A diferença de contagem e utilizada para corrigir 

a tensão da fotomultiplicadora. A ideia de Scherbatskoy 

e colocar urna fonte de alfas- num guia de luz de lucite 

entre o cristal Mal c a fotomultiplicadora. Os pulsos 

que saem do analisador linear são retificados e geram 

um sinal que corrige a tensão da fotomultiplicadora, Me 

nhum dos métodos corrige o zero nem compensa a. instabi 

lidade do multicanal. 

Fite e seus colaboradores foxam então mais 
2 0 3 

longe usando Mg como fonte de raios-y de 27UkeV para 
2 3 9 

energias baixas e Pu* ' para energias altas (o alfa da 

um pulso correspondente a um gama de cerca de 3Mey) e ti 

rando as informações diretamente da memoria magnética do 
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analisador multicanal. A primeira controla o discrimina 

dor de nível baixo do digitalizador enquanto que a segun 

da contra a alta tensão. 

Tentaram, ao mesmo tempo, utilizar vários 

tipos de fontes luminosas, mas não foram felizes. 

GUINN e LASCH culpam as fotomultípli-

cadoras por variação de ganho com a taxa de contagem, a-

nomalia já apontada por vários pesquisadores, desde 1947. 
21 

Confirmaram também afirmativas de COVELL e EULER de 

que a deriva ê desprezível a tensões baixas, mas Indo .a 

mais de 1% com fotomultiplicadora Dumond 6 363 com cris

tal cilíndrico de 3x3' e um analisador KlDL transistori-

zado de 40 0 canais. 

Observaram também variação a longo termo 

"resultante de contagens altas e recuperação lenta da fo

tomultiplicadora. 

Mão encontraram variação instantânea mensu 

rãvel de resolução, mas, para uma contagem de longa dura 

çáo observaram a diminuição da resolução aparente do ini 

cio, devido a variação de ganho, seguida de melhora devi 

da a estabilização de ganho. 

Achavam que bera pouco de deriva é tolera -

vel. 0 máximo não deveria passar elc 1/4 a 1/2 canal em 

200 para que o espectro pudesse ser analisado por técni

cas simples de desdobramento ou pelo uso de computadores. 

Suas regras para minimizar a variação de 

ganho sao muito interessantes: 

- Operar a fotomultiplicadora na menor ten 

sao admissível e no máximo ganho do amplificador, 
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- nao contar 1 fontes muito ativas por tempo 

mais longo do que o necessário para a acumulação de esta 

tística suficiente; 

- fazer a triagem das amostras num outro 

contador com o qual se mede a ordem de grandeza de sua 

atividade. Se a amostra for muito ativa, deixá-la esfri 

ar, tirar dela uma alíquota ou abandoná-la, 

•- empregar um absorvente de plástico (~lcm) 

entre a amostra e o cristal eliminando o "Bremsstrahlung" 

que, alem de ser indesejável por outras razões, diminui 

a taxa de contagem, 

- evitar a variação de ganho independente 

do tempo a longo prazo por verificações freqüentes; 

- se necessário utilizar um estabizadòr de 

ganho como o de Scherbatskoy ou o de Fite, 

- empregar uma fotomultiplicadora de tipo 

sabidamente menos sensível a este tipo de deriva, como 

EMI e 

- manter todo o equipamento numa sala bem 

termostatizada e ventilada. 

2 0 . . - . 

COVELL sugere mais uma mexa dúzia de re

gras entre as quais deixar o instrumento li.gado contínua 

mente. 

3 0 

DUDLEY e BEN HAIM também se preocupa

ram com o problema da estabilização, mostrando que uma -

variação de ganho que produza, um desvio de ura pico de 

0,1a dá origem a dois falsos picos de áreas iguais a 1% 

do primeiro, um positivo de um lado e o outro positivo de 

outro lado do pico principal a. uma distancia a. 0 alar

gamento de 10 o cã origem a dois picos positivos simétri

cos com 10% da areei cada um. 



IP3 . 

DUDLEY e SCARPETTI em 1964 idealiza -

ram um estabilizador que utiliza uma fonte de referên-

cia, como tório (Salmon usou Ru ) que tenha gamas de 

energi.as baixa e alta com beta em coincidência. Coloca

das essas fontes perto do cristal os gamas que nele pene 

tram provenientes dela são distinguidos de quaisquer ou

tros pelos betas coincidentes. Assim, as energias dos 

gamas sao medidas, as informações não são levadas â sua 

memoria mas aos circuitos de estabilização que ajustam'o 

zero por meio de tensões aplicadas no discriminador do 

analisador e nos dinodios da fotomultiplicadora. As con 

diçoes de estabilização nao são alteradas por mudanças 

no espectro experimental. 

2 8 

Em 196 7, DETOURNE" , apresentando um esta

bilizador, lembra que há duas famílias deles. A familial 

analógica de aparelhos simples e de comportamentos limi

tados e a família numérica, mas complexa, substituíveis, 

em parte, por um computador em linha. 

11 
BROWN e DAVIS , em 1968, afirmam que 

os estabilizadores internos já eram tão bons que dispen-
8] 

savam os externos. Entretanto, MATOBA e KUMABE , em 

1969? comentam que as causas de instabilidades eram as 

temperaturas de cada circuito e suas fontes de alimenta

ção. Mesmo que caída um desses circuitos tiver bom desem 

penho nao se conseguira alta resolução , por causa de inu 

meros parâmetros que causam a instabilidade do sistema . 

É, assim, desejável que o sistema sejai controlado em con 

junto e reduzir os efeitos de instabilidade a uma fração 

do fator de estabilidade do sistema. Usam um pico da 

prõoria amos tra, com detector de Ge(LI) e conseguem um 

fautor de estabilidade de 138 + 15 e a instabilidade de 

0,2%/lOOC no preamplificador. Para Isto tomam uma Infor 



mação binaria no digitalizador do analizador de altura 

de pulsos transformando-a em sinal erro analógico e in

troduzindo-^ no gerador de rampa do referido digitaliza 

dor. 

4.1.3.2 Efeito Compton 

Ja se mencionou, neste trabalho, que um 

grande numero de interações no cristal se faz sempre a-

traves do efeito Compton. A distribuição de energia dos 

elétrons que recuam e contínua desde zero ate o valor 

dado peia expressão IV.1. 0 espectro de pulsos, então, 

com as dispersões da fotomultiplicadora, se torna numa 

grande faixa contínua, quase nada característica. 

Os esforços para a eliminação ou, pelo me 

nos, diminuição da contribuição do efeito Compton ja 

vêm sendo feitos hã bastante tempo. 

FITE et alii' 1 3, em 1962 , fizeram um es 

tudo extensivo do assunto. Segundo eles, realmente to

dos os processos se baseiam numa das ideias seguintes: 

- detectar o gama que sofreu Compton no 

próprio cristal; 

- detectar o gama emergente cora outro sis_ 

tema eliminando o pulso do detector principal por anti-

-coincidencia e 

- detectar o gama emergente com outro sis 

tema equalizado ao principal e subtrair eletronicamente 

as contagens obtidas. 

A primeira ideia leva a utilização de cr is 

tais grandes corn os quais, entre outros problemas, ha 

perda de resolução. 
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A terceira, cora Nal e antraceno, por exem

plo, sofre de outros males não menos graves, como de 

não-linearidades de energia e da dificuldade de equaliza 

ção simultánea em contagem e em altura de pulsos, devido 

a derivas de ganho. 

7 3 

r-entro da segunda possibilj.dade LAM , em 

1965, tentou uma técnica baseada na utilização de dois 

cristais com características de pulso diferentes. Um cris 

tal de Nal(Tl), primario, mais rápido, é visto por uma 

fotomultiplicadora através de outro cristal, de CsI(Tl), 

mais lento. Se acontecer que o gama produza efeito 

Compton no Nal e que seja absorvido no Csl este adicona-

ra urna componente lenta no pulso, que poderá ser utiliza 

da para a eliminação eletrônica do pulso indesejável. A 

redução observada foi excelente mas houve também redução 

dos fotopicos de baixa energia. 

Ainda dentro da mesma linha se colocam os 

trabalhos.de FITE et alii"* 3 utilizando granees cris -

tais de plástico como secundarios. Os dois sistemas são 

ligados em anti-coincidência. 

Daí para cá grande numero de trabalhos foi 

publicado sobre a utilização de montagens de unti--coinci 

dência, especialmente devido ao interesse de supressão -

de efeito Compton na detecção com Ge(Li). 

Citar~se-ão somente alguns dos trabalhos 

mais recentes. 

EUL31D , COVELL e Y A M A M O T O 3 8 fizeram uma 

montagem para energias ate 3MeY consistente de dois sub-

-sistemas Idênticos, cada qual de um cristal c fotomultx 

plicadera colocados um diante do outro. Entre eles e 

posto um sistema supressor de retro-espalhamcnto 
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Cbackscattering) dentro do qual & colocada a amostra. Ca 

da sub-sistema consiste de um cristal anular de 13 1/2 e 

aproximadamente 6 1/2 polegadas de diâmetro por 6 1/2 de 

altura. Um cristal cilindrico, de aproximadamente 6 1/2 

polegadas composto de 4 polegadas de ilal(Tl), do lado da 

amostra, óticamente acoplado a um de 2 polegadas de Nal 

inativado (guia de l u z ) , é permanentemente inserido no o-

rifício do cristal anular. Os diâmetros aproximados de 

6 1/2 polegadas são tais que um espaço vazio de 3/32 de 

polegadas que foi então preenchido com MgO para desacoplar 

óticamente o cilindro do anel e dar o máximo de reflectan 

cia. 0 cristal de supressão de retro-espalhamento ê ei -

líndrico de 9 polegadas de diâmetro por 1 3/4 de altura e 

com um furo central, para amostra, de 1 1/2. A amostra e 

introduzida por um furo retangular de 1 1/2 polegadas de 

largura por 3/8 de altura. Foram utilizados 6 fotomulti-

plicadoras de 3 polegadas casadas para cada sistema de su 

pressão de Compton (externo) e uma de 5 polegadas para o 

primário (interno). 0 sistema de retro-espalhamento era 

visto por 4 fototubos de 1 1/2 polegadas. 0 sistema pode 

operar de diversas maneiras. 

Cooper e colaboradores ( 1 9 ) , que citam 14 

artigos publicados entre 19 6 5 e 196 8, descrevem uma monta 

gem de anti-coincidência para trabalho com detector de 
3 

Ge (Li) de 20cm . 0 detector secundario e um ciiinaro cie 

2 6 polegadas de diâmetro por 2 4 de espessura de NE 10 2 

(plástico) com um poço de 3 1/4 de diâmetro. Conseguem -
] 35 

uma redução de urn fator superior a 10 no Cs 

f u i R P T p et f> 1 a i ^ descrevem um sistema 

]_ 3 5 
Nal(Tl)-Ge(Li) que deu um fator de 6,5 no Cs 
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4.1.4 Calibração 

É de maior interesse para a análise dos es 

pectros de Nal(Tl) por computador que eles sejam obtidos 

exatamente nas mesmas condições. As pequenas flutua

ções, devidas ãs variações de temperatura e mesmo do en

velhecimento dos componentes tem que ser corrigidas fre

qüentemente. 

20 - . . 

COVELL aconselha uma serie de medidas di 

arias com finalidades corretivas e preventivas. 

2 3 

Pensa-se como CROUCH e HEATH que as cali 

brações diárias de zero e de ganho são suficientes. Uma 

das razões dessa maneira de pensar e que a estabilidade 

dos aparelhos atuais já ê bem melhor do que naquela epo 

ca. Outra razão e que, por aqui, quase nunca se passa 

uma semana sem faltar energia elétrica. 

A calibração melhor se faz com um gerador 

de pulsos de precisão. A técnica mais simples e exata 

consiste em se escolherem dois canais contíguos no iní

cio e dois no fim do espectro. 0 ajuste deve ser tal 

que os dois canais iniciais registrem a mesma contagem 

de pulsos de tensão mais baixa e os do fim se comportem 

analogamente com os pulsos de maior tensão. 

Na falta do gerador de pulsos pode-se usar 

uma fonte radioativa com duas energias (no mínimo)e pro

ceder-se de forma análoga com canais nos flancos dos pi

cos . 

Em qualquer dos casos e interessante, ano

tar-se a correspondencia entre a unidade de graduação do 

potenciómetro e o desvio obtido nos canais para referên

cia futura. 



Obviamente, a calibração não terã sentido 

se não for capaz de acusar desvios de, pelo menos, uma 

ordem de grandeza melhores do que o desvio indicado pelo 

fabricante para 24 horas. 

6 

BARAN gera uma matriz de calibração de es

pectros com 9 radioisótopos, indo de 2 0 a 12 00 keV. 

A calibração de espectros de detectores de 

semicondutores e um problema muito mais serio. ROUTI e 
10 4 

PRUSSIN" lembram que os desvios na resposta basicamente 

linear do preamplificador dão origem a não-linearidades in 

tegrais que podem ir a algumas partes por mil e devem ser 

levadas em conta na calibração precisa da energia. Suge

rem a utilização de vários pontos de calibração efetuan

do a interpolação entre eles (ou, então, um ajuste polino 

m i a i ) . 

110 

SILVEIRA' descreve e lista um programa de 

computador para calibração por uma reta, por uma parábola 

ou por uma cúbica. 

4.1.5 Erros grosseiros 

Evidentemente, corno se quer confiar nos re

sultados, deve-se seguir um conjunto mínimo de boas nor

mas de trabalho e de atenção. Sem isto nada pode ser 

feito. 

Há entretanto alguns tipos de erros não 

tanto óbvios que podem e devem ser evitados â custa de um 

pouco mais de atenção. Os mais importantes em espectro

metria gama talvez sejam os devidos á perda de informa

ção da memória do analisador que sao facilmente revela-
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dos pela presença de pontos, no osciloscópio ou no grãfi 

co, muito fora de sua posição media. 

Em geral, o numero de observações com des

vios de 3a ê mais ou menos grande devido ao grande nume

ro de dados mas, em media, haverá somente um desvio supe 

m o r a 4a em cada 1,4x10 dados (distribuição normal). 

Se o numero de canais com erro for pequeno, um a dois 

por espectro, não haverã o menor mal em substituí-los pe 

la media dos vizinhos. Se for grande terão que ser ab.an 

donados ou, o que e melhor, toda a medida deverá ser re

petida . 

4.2 fedidas de' áreas de. picos 

Diante do exposto, quando se fez a formula 

ção do problema, concluiu-se que a composição do espec -

tro poderia ser determinada se as áreas dos fotopicos pu 

dessem ser medidas. Há entretanto certa dificuldade de 

se determinar qual ê a área a ser medida quando ela esta 

superposta a um contínuo de Compton. 

Para a solução deste problema há uma gama 

de processos, uns tomando alguns segundos do operador, ou 

tros já utilizando grandes computadores. 0 critério de 

escolha depende um pouco de ser o pico de um cristal de 

Nal(Tl) ou de Ge(Li) mas, depende muito mais do problema 

específico a ser resolvido, de sua. urgência. do numero 

de amostras, da precisão desejada e, é lógico, dei maior 

ou menor facilidade de computação no local. 
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Nos casos mais simples o operador difícil 

mente se sujeita a procurar, mesmo em suas anotações, co 

mo e o método deste ou daquele autor - ele inventa um 

processo, utiliza o seu bom senso, que, segundo Descar

tes, é o melhor, e, regra geral, chega a bons resulta -

dos. A experiência tem mostrado ao autor deste traba -

lho que a familiaridade do técnico com as curvas que ob 

tem o habilita, freqüentemente, para marcar no grafico, 

ã mão livre, ate onde vão as interferências, delimitan

do perfeitamente a ãrea de seu interesse. 0 problema 

se resolve então, facilmente, com uma maquina de calcu

lar ou um p1anímetro. Evidentemente, a delimitação de 

areas se complica, muito mais quando se pretende reali -

zar um programa, para computador. 

Feita a demarcação da área, ainda pode ha 

ver algum problema quando alguma das coordenadas não é 

linear, 

É sabido que os cristais de cintilação 

dao picos aproximadamente gaussianos (100). Portanto os 

métodos baseados em curvas normais sao, em princípio , 

bons . 

7 8 — 

EUKENS publicou um método baseado na me 

dida da resolução no pico, seguida da grandeza S, desvi 

os padrões por canal, e das- áreas medidas com as areas 

da curva normal. Pode montar sistemas de equações. 
. . 1] 3 

STEFFENS et alii'" recomendam um meto 

do gráfico de picos baseados no intercepto dai tangente 

de inclinação máxima, com o eixo de simetria da gaussia-

na. Com Isso, constroem as curvas, umai a uma. 

Em geral, acredita-se mais nos métodos nu 

mêricos que, freqüentemente, perrai tem até o cálculo das 
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variâncias. Entretanto, muitos deles poderão pecar por 

tendenciosidade se não forem acompanhados graficamente. 

] 22 

YULE" discute o método clássico (Fig. 

IV.2) e o de Covell (Fig. IV.3) acentuando que, para es

pectros de Ge( L i ) , as perdas de resolução causavam serias 

perdas, a menos que fossem tomadas precauções especiais 

na seleção dos canais limites , caso em que e muito exato*. 

0 método clássico, continua Yule, que seleciona canais li 

mites onde o pico se torna não distingüível do ruído de 

fundo ou do contínuo de Compton de energia mais alta é i-

gualmente exato e consideravelmente mais fãcil de ser me

lhorado . 

117 - . 
THOMPSON trabalhando analises de rotina 

com detector de Ge(Li) utiliza as exoressões : 

A = Atot - r V V - f ; -

a(A) 
tot 1 2 ^AJ2 

T2 

Símbolos mostrados na Fig. IV.4 . 

Guzzi e colaboradores (50) util.iza.ram méto

do muito parecido para computador. 

Muito mais requintados foram G.IAMPI **»ADDI 

e D' ANGELO""" ̂  que supuseram o pico gaussiano, distribui 

ção de Poisson em cada canal e estimaram os parâmetros pe 

lo método da máxima verossimilhança. 

Também INOUYE 3" propôs um método que serve 

para ilal e que se estende a espectros de Ge(Li) . 

http://util.iza.ram
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FIGURA. IV-3: Deterr.inacao da área de um pi 

co D é l o - método de Covell. A partir do canal de raior 

c o ^ t r r e " a R e l e e n o n a r - s e n cañáis suneriores e n in^e-
' ' ' o 

riores .. 
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FIGURA IV-H : Deterninacao cia arca ele un 
co pelo p.etodo de Thor.oson. 
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ROUTTI e P R U S S I N 1 0 l + publicaram um método 

para estudo dos picos de espectros de Ge(Li) supondo que 

eles se compõem de uma gaussiana concordante com uma expo 

nencial simples. 

4.3 Alisamento de dados 

Como se sabe, o espectro de pulsos de uma 

substancia, tal como sai do multicanal, constitui-se de 

uma série de dados freqüentemente obtida com uma estatís

tica pobre. Os referidos pontos se dispõem de um lado e 

de outro da curva função resposta do sistema com desvios 

relativamente grandes. Com isso, operações que seriam 

bastante simples, como a determinação da energia de um pi_ 

co, se tornam quase impraticáveis com erro pequeno se não 

houver um alisamento prévio dos dados. Também análises 

futuras como aplicação do método dos mínimos qua.drados e 

calculo correto de variâncias dos estimadores poderiam 

ser simplificados. 

Justamente por ser um tratamento que melho

ra a apresentação do conjunto de dados, ele tem sido uti

lizado um tanto indiscriminadamente. Mal interpretado, -

nada tem sido estudado sobre algum beneficio real dos cál 

culos. Parece que parte das controvérsias surgidas na a-

nãlise de espectros tem sido causada pelo alisamento. 

. 4 3 

Ja em 19 6 2 FITE et al3_i começaram ali

sar espectros de multicanais utilizando polinómios de 39 

grau em 5 pontos o que dava: 
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a - _ J — - 3} 12, 17 . (IV.9) 
0 35 

Visavam com Isto, especialmente, suprimir a 

parte manual, humana, que permite eliminar dos estudos os 

espectros com dados obviamente errados. 

Ainda nesse sentido, observando que a trans 

formada de Fourier de uma curva normal é outra normal c 

que os picos são gaussianos, tentaram um filtro gaussiano 

com largura dependente da energia. 

Pretenderam haver•mostrado que o alisamento 

permite a analisadores de pequeno numero de canais dar re 

saltados equivalentes aos de analisadores 5 vezes maiores. 

Esta e uma das mas interpretações de alisamentos indica -

das neste trabalho. 

41 - ' . • - • 

FERGUSON ' também utilizou polinómios em 7 

canais mas não se satisfez e passou a utilizar séries de 

Fouriex 1. 

89 

NIFENECKER e PERRIN propuseram um meto 

do de alisamento minimizando a covariãncia do sinal de ca 

nais vizinhos com as condições acessórias de que conhecem 

a variância do sinal, de que não hã correlação de ruídos 

de canais vizinhos e nem de ruido com sua derivada. 

Outra aplicação do alisamento de curvas na 

analise de espectros é na pesquisa de picos e na determi

nação de sua energia. YULE"""**" se interessou pelo assunto 

e comentou que o melhor processo consiste no alisamento da 

derivada primeira que passa por zero no pico. Segundo ele, 

neste caso, as primeiras diferenças alisadas teriam os va 

lores: 
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E . = — (-2C. 0 ~ C. 7 + C.n + 2C.J 

em que os C são as contagens 

'4. 4 Desdobramento 

E o método mais intuitivo de resolução de 

espectros. Como jã se viu ele se baseia na subtração da 

contribuição da componente que jã tenha sido determinada. 

Um método razoavelmente preciso, se bem que 

bastante trabalhoso, de se efetuar o desdobramento, ê o 

grafico. Dentre outras variantes, pode ser realizado 

com papéis semi-log (63) idênticos transparentes, nos 

quais os espectros de padrões e amostras são representa 

dos com o número dos canais nas abeissas (linear) e as 

taxas de contagem em ordenadas (log), todos medidos com 

o mesmo ganho e com o ruído de fundo descontado. Identi 

ficam-se todos os picos possíveis da amostra com os dos 

padrões. Coloca-se o espectro do padrão de maior ener -

gia presente na amostra num vidro plano translúcido ilu

minado na outra face e, por cima, o espectro da amostra. 

Mantendo os eixos das ordenadas superpôs tos, superpõe-se, 

também, o pico de maior energia da amostra ao do padrão, 

lê-se o valor que a ordenada 1 do padrão indica no grafi 

co da amostra - esse número indica quantas vezes a amos

tra é mais ativa do que o padrão. Calcula-se a diferen

ça de contagens de cada canal (amostra menos padrão) o 

marca-se o novo espectro no grafico da amostra, tudo em 
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escala logarítmica. Com o novo espectro ,subtrai-se ou -

tro padrão e, assim, até o pico de menor energia, se pos_ 

sível. 

Provavelmente, todos os analisadores multai 

canais modernos dispõem de sistema de contar negativamen 

te. Com a amostra contada na memoria marca-se o tempo 

de contagem negativa de cada padrão ate que seus picos 

característicos desapareçam. Os tempos de contagem são 

inversamente proporcionais ã quantidade de nuclídeo ra -

dioativo. 

Alguns dispõem de sistema de soma ou de 

subtração de multipos e de submúltiplos de padrões, es -

tando estes gravados em fita magnética. 

Em ambos os casos deve-se efetuar a subtra 

ção ate que, na região do pico o numero medio de contai -

gens acima de zero nos canais seja, aproximadamente, i~ 

gual ao das abaixo de zero. Esta observação é importan

te pelo fato de que, devido aio aumento dai dispersão (ab 

soluta) ¿1 contagens mais ailtais, quando se faz a subtra -

ção correta, se tem a sensação de enxergar, ainda, um pe 

queno pico positivo e outro negativo simétrico. 

Os espectros padrões para o desdobramento 

em computadores são obtidos de duas maneiras: 

-• ajuste de parâmetros a uma função respos 

ta experimental de um gama' monoenergético em função da 

energia e 

- combinação de funções respostas experi -

mentais de gamas individuais monoenergéticos. 

Freqüentemente se utiliza do método dos mi 

nimos quadrados paira os ajustes das curvas. Este fator, 
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aliado à discussão estéril de cada uma das inúmeras fun 

ções respostas e da desagradável repetição de partes co 

nuns dos dois métodos de analise, que são muitas,' suge

riu que os problemas estatísticos somente fossem postos 

no paragrafo seguinte. Pequenas analogias permitirão -

que as soluções sejam estendidas ao caso de desdobra -

mento. Evidentemente hã uma diferença básica entre os 

dois métodos - o método dos mínimos quadrados própria -

mente dito dispensa a função resposta analítica, razão 

pela qual o problema é resolvido com uma única aplica -

ção do método e os únicos parâmetros procurados são as 

concentrações. 

! ± 1 

FERGUSON' , em 196 3 , descreveu, um progra

ma que jà estava sendo utilizado havia vários anos (42), 

que era capaz de resolver 15 componentes num espectro 

de 10 0 canais dadas as energias , ou de calcular as in -

tensidades e as energias, se estas fossem conhecidas em 

primeira aproximação. 

Numa parte inicial calculava coeficientes 

de polinómios que representavam o espectro partindo de 

espectros de gamas puros, no máximo 6, que cobrissem a 

região de interesse. Esses espectros eram alisados, in 

tegrados , normalizados e transformados em representação 

polinomial. Para isso, eram subdivididas em 4 porções, 

cada urna sendo representada por um polinómio de nono 

grau (combinação linear de polinómios de Tchebychev, que 

depois, era transformada ern polinómios ordinários). 

Numa segunda parte fazia o ajuste do es -

pectro dado pelo método dos mínimos quadrados em termos 

de espectros que o computador gerava a partir dos 4 po

linómios . 

Este era um dos problemas típicos de re 
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presentação de um elemento, ou de uma mistura, a partir 

de seus gamas. Entretanto, prestou-se jã â analise ele

mentar porque a contribuição de um gama (m.onoenergêtico) 

também e proporcional ã quantidade do elemento presente. 

Uma novidade muito interessante de FERGUSON 

foi de calcular os pesos no método dos mínimos quadrados 

a partir dos valores calculados, e não da maneira conven

cional que produzia uma tendenciosida.de para menos nos a~ 

justes. Supôs a estatística de Poisson em cada canal. 

118 

TROMBKA , em 196 3, analisa um espectro a 

partir de componentes monoenergeticos peio método dos mí

nimos quadrados. Admite ate 4 0 gamas monoenergeticos em 

250 canais. Discute um problema muito comum em trabalhos 

deste tipo que ê o aparecimento de resultados negativos 

devidos a flutuações estatísticas grandes em estimativas 

de media pequena. Enfim, baseado num trabalho de BEALE', 

sugere um método, de eliminação das soluções negativas que 

consiste em se considerarem, inicialmente, só dois compo

nentes, eliminando um deles se o coeficiente der menor do 

que zero. Adicionar um componente de cada vez, repetindo 

o processo até que todos os componentes tenham sido leva

dos em conta. 

Sintetizado o espectro, Trombka passou â a-

nãlise de misturas de elementos, com o mesmo formalismo, 

obtendo resultados razoáveis. 

lieath e colaboradores estudaram também in

tensamente o problema, praticamente de todos os pontos de 

vista (53,5 4,55,57). Consideram o ruído de fundo com for

ma invariável, de maneira que o correspondente a analise-

será um múltiplo do básico. Fizeram correção de ganho. No 

http://tendenciosida.de
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calculo dos pesos consideraram os erros nas variáveis in 

dependentes também. Incluíram opção para fixação de re

lação de intensidades. 

15 

OHESTER et alii procuraram represen

tar a função resposta relacionando a altura de pulsos 

com a energia do gama e arranjo geométrico chegando a es 

tabelecer uma com 20 constantes. 
10 5 

Em 1964 3 SALMON modificou ligeiramente 

a expressão de Chester passando-a a 10 parâmetros para 

incorporar a um programa geral de computador a técnica 

do desdobramento. 

3 7 

Em 1965, E M E R Y et alii compararam os 
10 7 

programas de SCHONFELD" , de EELMER et alii (57) e de 
i o 6 

SALMON"" achando-os igualmente bons. 

K™"ALSKI e ISENHOUR também imaginaram 

uma representação da função resposta por uma função ana

lítica de 10 a 20 parâmetros. 

Um trabalho muito interessante foi publica 

do por YOUNG e" B U R R U S 1 2 1 em 1968. Aqueles autores de 

senvolveram um processo de eliminação, de um espectro cia 

do, de todas as características espúrias como contribui

ção do efeito Compton e picos de escape e ainda com a 

vantagem de poder ser realizado por pequenos computado

res. Segue-se sua formulação matemática. 

A distribuição de altura de pulsos de um 

espectroraetro de cintilação e relacionada ao espectro in 

cidente peleis equações: 1 '• -,,p ' 

A . (E ' (E ') áE ' = b .+e . i - 2, 2J(..pi 
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onde e o numero de pulsos registrados no t-es imo ca

nal de um analisador multicanal, e. é o erro estatístico 

aleatório na contagem, A.(E') é a função resposta do e s -
Is " 

pectrômetro (a probabilidade de que uma. fonte de fotons 

monoenergêticos de energia E ' e de intensidade unitária 

resulte em contagem no í-ésimo canal) e, finalmente, 

$(E')áE' e o numero de fótons da fonte de energia compre 

endicla entre E ' e E' + dE'. 

Seja §(E) um espectro final relacionado com 

§(E)3 meis com a parte espúria eliminada. Então, 

r 
$(E) = S (E 3E

 1) $(E ' }dE ' 3 (IV..10) 
J o 

em que S(E3E') e a função inerente de dispersamento de e 

nergias no processo de análise. Em outras palavras <p (E) 

é o espectro com algum aviltamento gaussiano. 

0 problema e encontrar §(E)3 dados os 

estatís ticamente incertos. 

Como §(E) é não-negativa a expressão IV.10 

implica em que §(E) varie pelo menos tão lentamente quan 

to S(E,E'). Por isto bastará que §(E) seja calculado em 

energias E^3 k - l323...3n3 onde os valores de E^ sejam 

suficientemente próximos (como 2 ou 3 por intervalo equi 

valente â resolução). 

0 problema principal na obtenção da solu -

ção é encontrar um conjunto de coeficientes 

U .-^3 k •-• 1,2, ... ,n para cada uma das n funções respos

tas tais que 



A.(E') = 

k=l 

U., S(E13E') %k k 

18 3 

(IV.11) 

Pode-se obter uma grande simplificação, sem 

a obtenção dos valores numéricos de A^(E'), aceitando-se 

a restrição de que os E^s,k = l323...3n3 serão as ener -

gias onde se encontram centrados, no canal k, os picos 

principais na curva de A^(E') contra E'. 

Substituindo a expressão IV.11 em IV.10 .e 

trocando a ordem das operações integração com soma, tem-

-se: 

n 

, Uik 
k=l 

S(Ek,E ')$(E 1 )dE ' ü ,+e . 
i ^ 

ou seja, 

U ., ^(E1 ) = b .+e • 

k=i 

(IV.12) 

0 espectro estimado $(E) pode ser obtido 

diretamente de IV.12 tomando—se b . como um estimador do 

Como não e necessário, nas equações IV. 

ao 12 , usar qualquer E^ menor, do que o correspondente 

lico de i 

triangular: 

centro do pico de A . (È ' ) 3 aquelas equações tem uma forma 
Is 

U11X1 + U12X2 + 
+ £/, X 

In n 
b., 

ji y 
u «.-ti o o 2n n 
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U X ~ b 
nn n n 

em que $(E,.) foi substituido por Xv. 

Afim de facilitar o calculo, trabalham com 

a diferença entre canais adjacentes, transformações cor

respondentes sendo feitas na matriz .̂¿jr,-

Havendo muitas fontes mono-energéticas , os 

coeficientes poderão também ser determinados pelo método 

dos mínimos quadrados. A interpolação é, entretanto, tra 

balhosa. 

No programa de computador executado por 

eles, geram-se variações aleatorias normais em cada b. 
~* t 

for repetida r vezes, o desvio padrão em $(E.) poderã ser 
3 

estimado nor 

E .) 
3 

JL 
V 

n 

p=l 

(P} (E.) (E .) 
3 

21 i 
í 

- ~( 1 ) 

em que $(E.) e a media dos valores observados <|> (E .) 3 

<J) (E J 3 . . . y <j) (E .) . 
Utilizam ainda um critério de eliminação de 

soluções negativas. 



4.5 Método dos inínimos Quadrados 

Ja se mostrou, em varias ocasiões, como a 

técnica do mínimos quadrados tem imensa aplicação no es

tudo de espectros. Vários trabalhos foram feitos em me 

dida de ãrea de picos, vários outros em desdobramento e 

ainda outros serão vistos neste parágrafo. Não houvesse 

razões especiais, não se compreenderia o nome do método 

que será agora exposto, que poderia ser o do capítulo ou 

mesmo de todo este trabalho. Mas h á , pelo menos, uma ra 

zão maior que supre a deficiência lógica - o uso. Alem 

desta ainda há a justificativa de que surgiu quando se 

desenvolviam esforços enormes com métodos indiretos de 

desdobramento com volume imenso de cálculos visto que de 

pendiam de uma função resposta difícil de ser obtida. 

Diante do exposto acima, compreende-se que 

se reserve ã expressão análise de espectros de altura de 

pulsos de misturas pelo método dos mínimos quadrados ao 

processo de determinação dos componentes presentes em 

termos de uma combinação linear de espectro de padrões da 

dos , sendo os coeficientes determinados pelo método dos 

mínimos quadrados. 

Existem duas variantes principais para a 

solução do problema. Uma delas foi imaginada por 
10 6 

SALMON ' o posteriormente desenvolvida por Parr e Lucas, 

Pasternack e Liuzzi ( 36 , 92 ,9 3 , 94 , 95 , 96 ) , SMITH 1 I L l 

ECKII0FF° 2 » 3 3 » 3 ü

 e vários outros e a outra é devida a 

ROSER et a l i i 1 0 2 . Conquanto ambas tenham certas limi 

tacões, seu interesse, sob diversos pontos de vista, é in 

dis cutível. 
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4.5.1 Método clássico 

Suponha-se que uma amostra radioativa seja 

contada durante um - tempo t num analisador multicanal, que 

o espectro obtido seja I ̂ , i=ly2i..,,n sendo n o numero 

de canais e que o ruído de fundo tenha dado o espectro 

B., •i = l,2y...,n durante o tempo As taxas de conta -

gem no canal i serão, respectivamente, I^/1 e ^i^b " 

de maneira que a taxa liquida da amostra no canal í serã 

I . • B . 
Y. = —1— - —±— (IV. 13) 

Suponha-se, também, que a amostra contenha 

m componentes e que os espectros desses componentes pa

drões sejam conhecidos, isto é, que a taxa media conta -

gem do j-esimo espectro no í-esimo canal seja X. que 

as condições de irradiação tenham sido as mesmas e que a 

massa do radionuclídeo presente seja unitária. Se a mas 

sacaste j-esimo radionuclídeo na amostra for 0., então , 

sua contribuição media no canal i serã X. .0... Como es -

tão presentes m componentes a taxa global media no canal 

i s era 

> X . .0 . 
Z — - ^J 0 
3=1 

e, como o valor observado'foi ¥•. a cada canal se assoei 

arã um erro aleatório e^., cu seja, 
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Y . = / X . .8 . + e . . (IV. 14) 

7=1 

Em notação matricial, se V for a matriz 

(nxl) das observações, se X for a matriz (nxm) dos pa

drões, se 0 for a matriz (mxl) das massas e se n for a 

matriz nxl dos desvios, então, 

</ = xe + e . ( i v . i s ) 

Como os erros entre canais não são correia 

tos pode-se escrever que 

E(e) = 0 (IV.16) 

Por outro lado, 

V U ) = EUe' ) = oZV, (IV.17) 

em que V é* uma matriz diagonal com elementos da diagonal 

principal 

V.. = varY. . . (IV.18) 

As equações IV.15, IV.16 e IV.17 são idên

ticas âs equações 11.51, 11.5 2 e 11.53. A expressão II. 

58 dá o estimador não tendentócso.e de mínima variância 

i a : 
2 

enquanto que 11.63 dá s2, um estimador nâo-tendencioso 

de A 

Ô = { X ' í/~ ' X) ~ * X ' L/~ ' V (IV. 19) 

l/(Ô) = (X ,l/" ,X)"'o 2 (IV.20) 



_ L _ [V-XQ) >V~] ÍV-XÔ) (IV.21) 

n-m-

Cumpre lembrar-se que, como a estatística 

de Poisson se aproxima da de Gauss se a média for alta, 

a distribuição de I. e a de B. serão aproximadamente nor 

mais. Com mais razão ainda a distribuição de Y. será 
2 ' l 9 

aproximadamente normal e s tera distribuição de x 

com n-m graus de liberdade e se aplicarão as expressões 

11.70 e 11.71, isto é, pondo 

então, 

C - (X ' (/ ~ 7 X) " 7 , (IV. 22) 

a(Q .) = a/0 . . J • (IV. 23) 

d 33 

0 .-8 . 

t. -- —-4=pJL=- (IV. 24) 
' i / 7 c 

33 

em que t . tem a distribuição de Student com v~n-m graus 
3 

de liberdade. 

10 6 
SALMON descreveu algumas das vantagens 

desse método: 

- é livre de erros subjetivos; 

•- aidequado ao cálculo com computador; 

- particularmente adequado aos casos com 

flutuações estatísticas grandes; 

- todos os dados num espectro podem ser u-

sados e não somente nas regiões de fotopicos; 
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- é* possível a análise de picos superpostos; 

- as variâncias e suas incertezas podem ser 

estimadas para cada resultado. 

Realmente Salmon nao afirmou tudo categori

camente como posto acima mas já nao há duvida de que apre 

senta aquelas vantagens. 

Foi com esse mócelo simples que o método ga 

nhou toda a popularidade que, atualmente, desfruta. Ha-en 

tretanto , alguns pontos que merecem estudos um pouco mais 

detalhados. Se bem que eles sejam interdependentes , ten-

tar-se-á fazer seu tratamento um tanto sistemático. 

4.5.1.1 Espectros padrões 

Uma das matrizes que aparecem no calculo de 

§ é X, dos espectros padrões , constituida das taxas medi-

as de contagem dos padrões nos diversos canais , uma ma -

triz sem erros estatísticos. A obtenção de X tal como e-

xige a teoria e impossível. 0 máximo que pode ser feito 

â primeira vista, e efetuar-se uma contagem de longa dura 

çao. 

Não obstante se acredite que a maior parte 

dos autores tenha tratado seriamente do preparo aos pa

drões sob esse ponto de vista, são bem poucos os que como 

. . 1 ] 9 
TROÍÍBKA et alix" " que sugerem longos tempos de conta -
gem e medidas repetidas. 

ill • 

SMITH" fox provavelmente o primeiro a es

tucar o assunto mais seriamente sob o ponto de vista teó

rico, lembrando de início que, a rigor, a relação entre 

es variáveis e funcional. Assim, se num canal i os valo

res medidos X. . diferirem de suas médias X por x.,então, 
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I . = / X. .6 . + (e .- / x . .G .) 
^ Z — . t-j j ^ Z-.__> ^J j 

que não e um caso análogo ao anterior porque, agora, X^j 

e uma variável aleatória e transformações como 11.60 nao 

mais ocorrem (o estimador e tendencioso) (Ver também 

K E N D A L L 6 9 e LINDLEY 7 1"'). 

Entretanto, Smith e quem diz, se 

var e > > var 
10 

var x . . << X. . , 

a tendência se tornara desprezível e o método dos míni -

mos quadrados se aplicará. Ambas as condições levam a 

métodos oue tornem mínima, a variância de x. .. 
10 

Evidentemente, além dos cuidados sugeridos 

por TRnt'BKA , se poderão, também, fazer padrões de ativida 

des bastante altas (mas compatíveis com o sistema de con 

tagem). 

Outra maneira de se enfrentar o problema e 

alisarem-se os espectros dos padrões. 0 alisamento ]a 

tem sido feito em outras ocasiões (43) mas nunca se le -

vou seu efeito em conta, quantitativamente, na técnica 

de análise de espectros de multicanais. 
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4.5.1.2 Matriz covariancia 

Esta seria unia matriz diagonal , de acordo 

com a expressão IV.18, mas como nunca se conseguem pa -
3 2 . 

droes conforme exige o modelo , ECKHOFF suspeitou da e-

xistencia de correlações entre os canais mas acabou provan

do que suposição de covariancia zero e justificável. 

Supondo-se estatística de Poisson nos ca -

nais tem-se para as variâncias no modelo correto, de acor 

do com 11.12, 11.13, 11.17 e 11.18: 

I . B . i I. B . 
i % % , t 

y. . v a r — - — - —-x- + — 
' t i 2 2 

-- i - i 

Como nao se conhecem nem os I.s nem os B.s 
% t 

e usual estimar o elemento de matriz substituindo aquelas 

médias pelos valores observados I. e B., respectivamente. 
Is Is 

Neste caso, 

I . B . 
V.. ~ - 4 + - 4 • (IV.25) 
" t2 t?: 

D 

Neste ponto, vale uma observação sobre a va 
. ~ . . . q 9 32 3 3 

riancia utilizada por PA.RR e LUCAS e por ECKI.IOFF 5 . 

Os primeiros, aparentemente com a intenção de, pelo menos, 

manterem o sistema homoscedastico, no caso de as variânci

as dos padrões não serem, desprezíveis, procuram calcular 

o valor de pelei expressão 

T / . . = v a r (ej - v a r I. + ) Q2. v a r X . . (IV. 25) 
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que embora, ao que parece, não tenha justificativa teóri

ca mais completa pode levar a algum benefício. Evidente

mente, neste caso, e necessário resolver o problema por 

iterações, visto que os Q. são desconhecidos. Para isto 

pode-se usar o método de Gauss (Ver 5.3.2 Modelos não l_i 

neares , no Cap. I I ) . Entretanto a maior parte dos pes -

quisadores tem preferido usar 

V.. z var Y . + . ) a2, var X.. (IV. 27) 
t z _ _ _ . 3 ^ ( 7 

em que a . e alguma estimativa previa de 6 . e proceder a 

Iterações com os valores calculados. 

Não se justifica a variância utilizada por 

Eckhoff, 

2 P 
V . . = var Y . + ) a', var X . . + XJ. . var a . u % Z^.J . j %3 j 

onde mostra confundir variância amostrai com aproximação 

de calculo. 

A expressão IV. 26 tem a propriedade inferes, 

santíssima de tornar as soluções simétricas com relação 

aos espectros. Assim, a expressão a ser minimizada nao 

aepende de qual espectro seja tomado como amostra. Se por 

exemplo, o k-êsimo espectro for tornado como dependente, 

A 
) X . .0 ,-e 

i 13 3 1 
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7. . - V - ver X., + -~ var 7. + > O . var 7. 

. 7í 

I V 5 2 
—-Ivrir Y . + / 6 . var1 X , . 

A exorcsfíso a ser jn3.nira.2Ada sera, portanto, 

í (7 S \ e \}2 ^ - x?' 

_ _ L>_ 

I ^—1 2 
yr>r> 7 .+ y P 1 var X. . \ Z_ j d 7-j 

d., 7.- / X. .0 . 1 .7 .- / P .7. 

7, var y .+ > o", var 7. . 
\ * Z , d J / 7. " • -

a mesma expressão que se obter - considerando 7 como variá

vel dependente. 

A expressão IV.25 (e mesmo IV. 26 e TV .27) 

pode ainda ser melhorada se a variância da amostra for a-

lisa.da. Serundo 11.73, admitlndo-se eme todos os termos 
~ 2 

tenham aproximadamente a mesma variância Y, , pode-se es

crever : 

var a = — » - 27--" + 2L< J 1 -f . ..fe" 
(IV. 2Í?) 

Io ceso particular de a dexlo D O " - 1 IV.9 
o 

Vã.V D. ., o 9 ? «J/7 0 

£_ - 2x3" + 2y22'- + i? - - 0,485 
•,2 Z52 1225 

http://jn3.nira.2a
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Corno se vê, há urn ganho bastante grande. Pa 

ra se obter isto, em tempo de contagem, ele teria que se 

multiplicar por 25. 

Neste trabalho não se faz qualquer restri -

ção ao alisamento de variâncias. Pelo contrario, no pro 

grama de computação HARGO.UI, que serã descrito mais adi

ante, incluiu-se este melhoramento. 

Se os espectros dos padrões , e não suas va 

riâncias, forem alisados, obter-se-ão vantagens análogas. 

Teme-se, entretanto, que esta pratica possa levar â perda 

de informações contidas no espectro. Alem disto, as varri 

âncias , que aparecem no calculo dos pesos , variam lenta -

mente de um canal para outro e tem pequena influencia nos 

desvios. Ja o alisamento direto dos espectros ira se re

fletir imediata e fortemente nos desvios, cuja soma de 

quadrados será minimizada. 

4.5.1.3 Restrições nos coeficientes. Numero de 

componentes 

Os coeficientes determinados pelo método dos 

mínimos quadrados são proporcionais âs massas dos radionu 

clídeos e, por isto, eles nao tem sentido quando negati

vos. Ou serão nulos, ou maiores do que zero, ou o modelo 

contêm algum erro. Este ê um problema ae análise que vem 

desce a época do desdobramento e ao que parece não foi a-

inda encarado com a seriedade que merece , nao obstante os 
7 1 "t T I R 

trabalhos de BEALE , RURRUS et alii TROMEKA e 

S M I T H 1 1 1 . 

Beale estuda o problema da minimização sob 

o ponto de vista puramente algébrico. Propõe um algorit

mo para a minimização com restrições e o compara com ou-
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tros . 

13 

BURP.US et alii abordam o assunto sob pon

to de vista completamente diferente, Isto ê, preocupam-

nos os erros associados a análise, Procurando resolvê-

los apontam a necessidade de se fazerem certas suposições 

sobre o problema, sem as quais os erros seriam inevitável 

mente muito grandes. Em certo momento dizem que "os er

ros calculados com o conjunto mais brando de suposições 

envolvem o menor risco. De certo que o conjunto de supo

sições iniciais tem. de ser motivado por boas razões físi

cas. 0 conjunto de suposições pode ser vazio, ou a.s su

posições podem repousar em bases muito solidas, mas a ve

racidade do conjunto de suposições não ê parte do proble 

mu numérico". 

19 . - . . 

TR0Í1BKA aplica método de eliminação de 

componentes com. coeficientes negativos já descrito neste 

trabalho. Seu método è largamente usado. 

1 ] ] 

S M I T H " restringe os coeficientes, também 

superiormente, em função da massa da amostra. 

Outro problema análogo a este ê o da esco

lha dos componentes para a análise pelo método, dos míni

mos quadrados. A dificuldade vem do fato já acusado por 

vários pesquisadores de que a inclusão de componentes em 

excesso aumenta a variância calculada dos outros. Diante 

desse aumento se deveria incluir o menor numero possível 

Sem duvida, o problema envolve várias fa

cetas. Depende do interesse especifico do pesquisador*, 

se este meramente testa um modelo ou confia no modelo e 

procura um coeficiente. 
Ao químico não são muito convincentes os di 
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zeres de BURRUS et alii (op. c i t . ) , nem lhe interessa mui 

to o problema numérico, nem provar que suas suposições es 

tão certas. Em geral, como profissional da analise quími 

ca, se interessa pelos resultados com menor risco, com o 

mínimo de suposições arbitrarias. 

Por outro lado quando esse profissional fi

xa certo numero de componentes numa analise do tipo em es 

tudo ele estará motivado em algumas razões químicas. Se 

não acertar, esse choque, essa. contradição nao deveria're 

almente aumentar as incertezas dos resultados? Nao é até 

necessário que ele se dobre para melhorarem os resultados 

numéricos, para que ele tenha mais confiança nos resulta

dos? 

A contradição é patente. 

E não é preciso ir a um computador para se 

forjarem bons resultados. 

Em resumo, defende-se a ideia de que o ana

lista deve julgar criteriosamente quais os nuclídeos pre

sentes na amostra e apresenta-los ao computador. Este, me 

diante um programa inteiramente nao-tendencioso apresenta 

rã de volta os resultados encontrados com as ' informações 

estatísticas correspondentes. Assim somente os nuclideos 

com resultados significantemente menores do que zero se

rão eliminados durante a análise. Cabe exclusivamente ao 

analista decidir-se por novo conjunto de padrões, ou não. 

4 . 5 . 1. 4- Correções de zero e de ganho 

Ja foi mais de uma vez verificado que as 

instabilidades do sistema de medida, concorrem fortemente 

para o aumento de sÂ , uma grandeza importantíssima c o m o 
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critério de julgamento da qualidade do ajuste (8,96,106, 

116 ) . 

Além dos métodos puramente instrumentais de 

se tratar o problema, se as condições forem favoráveis , 

poderão ser aplicados os numéricos. . Por condições favora 

veis entende-se que o instrumento tenha sido estável du -

rante o tempo de medida. 

Conhecidos os desvios poae-se proceder a 

uma redistribuição de pulsos, considerados num histogra

ma, de maneira a corrigi-los mantendo a mesma área (68). 

A Fig. IV.5 mostra como isto é realizado. 

Este ajuste prévio traz alguma correlação 

entre canais, mas sua contribuição é desprezível (32). 

Quando se esta procurando, por algum proces.so, -escolher 

as melhores correções e elas tem que ser feitas mais de 

uma vez no mesmo espectro, talvez valha a penai faze-las -

sempre a partir do espectro ainda nao modificado. 

5 7 

HELMER et alii imaginaram um método de 

correção de ganho procurando manter todas as flutuações 

estatísticas. Para isto, conhecendo "a priori" qual o fa 

tor de ganho v determinar o x ' do novo espectro correspon 

dente ao antigo x. 

x' - rx (IV.2 9 ) 

e fazem as correções de contagem pela expressão 

1 

y ' (x ') = u (x) 
P 

em que o fator l/v aparece para conservar o numero de con 

tagens. Supõem que a função y(x) seja uma parábola com 



FIf.URA IV-5: Correção de ganho para X<<2 . 



seus coeficientes determinados por tres pontos x^-l, x^ 

e + 1 em que ij é o inteiro mais próximo do valor calcu 

lado pela expressão IV.29. 

10 3 

Em 196 6 o autor deste trabalho em ROSER 

e SCHOMFELD et a l i i 1 0 7 publicaram métodos de corrigir 

os desvios pelos mínimos quadrados , 'incluindo o calculo 

dos coeficientes. 

Mo primeiro caso supôs-se inicialmente que 

o intervalo de energia correspondente â largura de um ca 

nal houvesse sido grande por um fator 1+X(X<<1) com rela 

çao ao que deveria ser, istp é que não houvesse correção 

de zero a ser feita (Fig. IV . 5 ) . Se os números de conta 

gens obtidas forem I. os números corretos serão 

i: 

i+.x 

1 - — h — x' + _JL_À_. 11 

2 i+x 1 i + x 2 

3 i + x 2 1+X 3 

e finalmente, 

j - (í~l) X , + l-(i~l)X , 

1 " " \ + x i ~ 1 ' 1 

Então, a correção a ser feita no canal i 

sera 

A * = = Xil'.~(i-l)l'. , 1 1 1 1 1 - 1 



200 

Por outro lado, se houver somente correção 

de zero (Fig. IV.6) de y canais no sentido das ener -

gias mais altas então 

I. = yl'. , + l! - yl'. 
i ' i-l i i 

e a correção, analogamente ao caso do ganho, sera 

AT = I'. - I . = y (I '--I '• I) 
i i 1. ' i 1-1 

Imagine-se, agora, o que não precisa na re 

alidade ser tão restritivo, que os desvios observados na 

amostra e em seu ruído de fundo tenham sido os mesmos. A 

expressão IV. 1'+, feitas as correções de zero e de ganho 

teria a forma 

Y . = / X . .Q . + e . + AX. + Í\Y. 

1 Z , 1 3 3 1 1 1 

ou seja 

y'. = / X . .Q . + e . + 

1 Z , %Q Q 1 
y(Y'.~Y. + \Íy'. - '(Í-I)XY'. , 

' 1 1-1 1 1-1 

(IV.30) 

£" conveniente, neste ponto, fazerem-se as 

seguintes mudanças de variáveis: 

X. = íy\~(í-1)y'. .. ; (IV.31) 

i,m+l 1 1 - 1 
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FIGURA IV -6 : Correção de zero 
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X. ^ = Y'. - y ! ; (IV. 3 2 ) 
%,m+2 ^ i-I ' 

) •= X ; (IV.3 3 ) 
rn+1 

\+2 = Y 
( I V . 3 4 ) 

Entao , 

m + 2 
i 

Y . = > X . .Q . + e . , (IV.3 5 ) 

3=1 

e todos , os e . poderão ser determinados Délo método dos 
- '1 

mínimos quadrados. 

É evidente que, agora, o método dos mínimos 

quadrados nao se aplica com toda a sua plenitude, devido 

a correlação existente entre Y. e os termos "independen -

tes" m+1 e m+2. Em compensação, não se necessitam de es ti 

mativas não tendenciosas dos parámetros mas tão somente a 

proximações de X e de y que serão utilizadas para proces

sos de iteração. 

0 processo pode-se apresentar sob a forma 

de inúmeras variantes. 

t 
Suponha-se que ja se conheçam os 0 .s pelo 

método dos mínimos quadrados , sem levar o ganho e zero em 

consideração. Fazendo-se as correções nos padrões, e nao 

na amostra, a expressão equivalente a IV.30 sera: 
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Y . 
i 

ou seja, 

7 . - / X . . 6 . 

i Z__, 1 3 3 

y / (X '. .-X ' .) 0 .+ X 
x j 1 3 1-1,3 3 

\ 
/_ 
3 

iX '. .-(i-l)X '. , . 
1 3 i~l,3 

. + e . 

3 1 

e, finalmente, oondo 

Z . = Y . - / X . . Q . , 

1 1 V 1 3 3 

Z, . = > (X. .-X. - .)§•. 
Í-J- ZL_j . "Z-J i~l,3 3 

'2i 
\iX . .-(i-l)X . , . 0 . , 

ter-se-a 

Z . - yZ-, • + XZ„ .+ e . (IV.37) 

de onde y e A podem ser determinados, de novo pelo meto 

do dos mínimos quadrados. 

De certo que as correções poderão ser fe_i 

tas na amostra e não nos padrões por simples troca de 

sinais de y e de X o que jã foi feito em IV.16. 
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SCHONFELD et alii (op. cit.) calculam pri -

meiramente o desvio em número de canais de pontos corres

pondentes a uma mesma energia. Para isso (mudando sua no 

tacão para evitar complicações) escrevem para uma calibra 

ção padrão e para a amostra, nenhuma das duas passando pe 

lo zero , 

ES-E3 

^ o 
n 

EI = E + 
l o 

E -E • 
n o 

n 

em que l se refere ao canal da amostra e i ao do padrão 

Então, para E7 = E. } 

E -E ES-ES 

•n . n ° 7 n S , T I O . 
E + _ i - e + v 
o o 

n n 

9 S • 
Mas , uondo-se E e E' em termos de C e C , os canais cor 

' - o o o o3 — 
respondentes a energia zero 3 

E -E, E -E ES-ES

N ES-ES 

- n 1 - C + °_ l = --H—L- C + 
o o 

n n n n 

que da: 

+ C 
1+y 

l-i = 
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Então, num canal i , (Fig. IV.7) 

i. = i'. + = i; * = i- + a-i) 

^ ^ 1 1 i L 1 i 

e como 

l i ~ i-l 

l - i 2 

I . = I 
i+i i~i 

l+y 

(cs

o-i) + (co-c
s

o) 

Observam eles que Cs pode ser facilmente de 
o 

terminado, 

nE 

C = 1 - — 

n o 

enquanto que y e n terão que ser calculados. A contagem 

da amostra no canal i , que deveria ser 

m 

V X..B. , (IV.38) 
Z__j 1 3 .7 
j = l 

terá que ser agora: 
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Taxa licuida 

de contaren 

I 

il 

Numero do canal 

Esperado, se não 
houvesse va
riações de ga
nho e de zero 

Observado 

FIGERA IV-7: Mudança na locação do espectro 

devido a mudanças de ganho e de zero. 



207 

Ern seguida, para facilidade de computação, 

fizeram: 

Y . - Y . 
X. ^ = — ^—±~ (i-CS ) (IV.39) 

Y . ~Y . 
X. _ ~ — — — (IV. 40) 

0 J , = í (IV. 41) 
m + 3 2 * Y 

6 ^ 0 = C - CS

 3 (IV. 42) 

estenderam o somatório da expressão IV. 38 a j = m + 2 e re 

solveram o problema pela máxima verossimilhança. £' inte

ressante observar-se a grande semelhança entre as expres

sões IV.31, 32, 33, e 34 com IV.39, 4 0 , 41 e 42. 

7 5 . ' 

Também LIUZZI e PASTEP1IACK publicaram 

um método de mínimos quadrados de correção de zero e de 

ganho que tem alguma analogia com o de HELFEP et alii (op. 

cit. ) . Põem a função resposta em termos do tamanho do 

pulso. Então, se §^(v) for a função resposta do j-ésimo 

nucliceo no i-esirno canal, 

em a u e S. e I. são os limites inferior e superior de vol-

tagem, respectivamente, do i-ésimo canal. Corno as volta-

gens num analisador representam intervalos contíguos de 

mesmo tamanho os &.(v)'s DOdern ser definidos numa escala 
i 
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arbitrária de maneira que um numero de canal corresponda 

ao limite superior de tal canal. Assim 

X . . = <j) .(v)dv 
% 3 Ji-1 3 

Mudanças de ganho e de linha de base podem 

ser consideradas como mudanças lineares nas alturas de 

pulsos. Uma alteração fracionária no ganho 3 e uma na .va 

riaçáo a no zero corresponderão a uma transforamção line

ar da escala do analisador multicanal. A nova voltagem 

v' em termos de v e então 

; V-a 
V = 

2-3 

ou seja, 

, r a + i (1+$) 
X. . = * .(v)dv . (IV.43) 

Associam, agora, a cada $.(v) um polinómio 

3 de 2a ordem passando pelos pontos i-13 i e i + l3 

è . (v) - è . .(v) - b . . + o . .v + d . .v' 

i 1 3 1 3 1 3 1 3 

2 3 3 3 . . . 3 n 1 , 

(IV.44) 

sendo b... o., e d., definidos pelo sistema 
1 3 1 3 1 3 

2 n f> -



X . 
i~l,3 

i-l 

i-2 
(b . , + a . .v+d . .v ) dv 

1 3 1 3 1 3 

X . . = 

1 3 i-l 
(b . . + 0 . .v+d . .v ) dv 1 3 %a 1 3 

) 3=2,3,... ,n~l 

f i + 1 2 
X . , . = / (b . . + 0 . .v+d . .v )dv 

1-1-1,3 £ 13 13 13 

Lm notação matricial, tem-se 

1 ~ (2i-3) 4 (3i2-di+7) 

1 - (21-1) 

1 ~ (2i+l) 
Ó 

~ (3i2~3i+l) 

I (3i2+3i+l) 

1 3 

1 3 

d . . 

1 3 J 

X 
i-l, 3 

< x . . > 
1 3 

X 
i,3 + l 

ou seja: 

fb.r 
1 3 

3i2-l 
9 

-6i +6Í+5 3i2-6i+2 X . , . 

i~l,3 

a . . 

1 3 
-6i 12Í-6 -6Í + C < X . . ) 

1 3 . 

d . . 

L 1 3 J 
3 -6 3 X . 1 . 

L 1+1,3) 

(IV. 45) 

Combinando-se as equações IV.44 e IV.45 ob 

tem-se 
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X. . . 

1-1 yO 

> . .(V) = - (1 V V) M - < 
13 • a -M 

X 
'13 

Xi + 1 ,3Í 

(IV. 46) 

2L _j 3 j M * » j 

onde M. e a matriz (3x3) em IV.45. 
i 

Para se efetuar a transformação definida em 

IV.43 e necessário integrar-se sobre um ou mais $..(V) co 

mo definido acima. 

Os limites superior e inferior do -zb-esimo ca 

nal em termos do eixo original arbitrário V são: 

I. = a + (1-Ç>) 

S . = a + i(2+$) 

Em geral , os novos limites de integração na 

escala original V cairão em canais diferentes do espectro 

original. A integração de $.(v) no novo intervalo envol-
3 

verá mais de um d> . .(v). A parte inteira do novo limite 

de canal mais um indicará o i> . .(v) que corresponde a regi_ 

ão em que está o limite no eixo coordenado original. 
Se \x\ representar a parte inteira de um va 

lor x e se 

I . - a + (i-1) (1 + 3) 
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Então 

u . = S . = a + i (1+$) 

J í j = / • U ¿ + 2 | J j
r v ; ^ P a r a Çi = 0 

l . + 1 

. (v)dv + 
u . 
i , - i . (v)dv 3 

u. + l \ J o 

para t,^ = l 

i0 

l . + 1 
i .(v)dv+ 

u . 
i 

u . 
•z. 

.(v)dv+ > X 

para ç>2 

Se X[a,$) representar a transformação de ga 

nho e zero de acordo com a expressão IV.46 a expressão de 
2 

s sera,de acordo com 11.6 3 e com os sinais tendo o sig

nificado usual:' 

n -m 

y - X ( a, ß ) § 

Neste caso 
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6 = I x ' (a, 3) l>" ?X(a,3) _ I X' (a,3) V^V 

de acordo com 11.58 e s foi minimizado pelo método de 

Powell, isto ê, sem computarem derivadas. 

4.5.2 Método de Deming 

4 2 

FERGUSON , 3 a em 1951, lembrava haver um -

método de analises no qual o numero de incógnitas é igual 

ao numero de canais. Cita comunicações pessoais com J.W. 

Knowles e J.M. Kennedy que o teriam usado com sucesso até 

com 30 canais, assim como com J. Eenveniste que tentou 

usa-lo com 2 56 canais. Possivelmente se referiam ao meto 

do de Deming (apud MANDEL?^) que utiliza o -método dos mini 

mos quadrados com restrições não lineares, um assunto ain 

da bastante inexplorado. 

0 autor deste trabalho, crê, entretanto,que 

talvez no presente caso não seja muito difícil a utiliza

ção do método da máxima verossimilhança. 

A quase totalidade do que se segue neste pa 
** 6 8 "LO 3 "* 

rãgrafo se deve a KEGEL '* . Até sua nomenclatura foi 

quase totalmente conservada - pequenas modificações e cor 

reções tendo sido feitas para se entrosarem no contexto 

deste trabalho. 

As primeiras providências interessantes a 

serem tomadas visam por amostra e ruído de fundo (um sé 

espectro para padrões e amostras) no mesmo pê de igualda

d e ) . Para isso, os espectros I.. medidos num tempo t. te 

rão i indo de 0 a n e j indo de 1 a rn entendendo-se 

que I.n e tn se referem ã amostra, e I. e t ao ruído de 
1> 1 1 IS ÍL LI 

fundo e , os outros , aos p a d r õ e s , 



213 

A contagem do espectro j no canal i por uni 

dade de tempo serã 

I . . 
L . . = , 

• ^ t. 

3 

e as contagens liquidas serão: 

X . . = L . . - L . 3 £ 1 ,rn 

1 3 1 3 t n 

~ — ' 
Intao, sendo X. . os valores médios dos X . . s , 

= /40Ã'.0 + AJX.„ + ... + A X. . 
il 2 %2 ò 10 n %m 

t 

Sendo S. . os valores médios dos L. . s e sendo A1 = I , 

l il im 2 i2 im m-1 % }m~l im 
Introduzindo, agora, a constante 

A = - A, - A0 - ... - A 7 , (IV.47) 
m 1 2 m-1 ' 

poder-se-a escrever que 

A,S . 1 + ArS . „ + . . . + A S . =. 0 > (IV. 4b) 
lil 2 %2 m trn J 

Ou, sendo A a matriz (mxl) aos A.'a e S a 
' 3 

matriz (nxrn) dos S . . s 

1 3 

SA = 0 (IV.43) 
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O problema a ser resolvido então e encon -

trar as estimativas das matrizes A e S com as condições 

IV. 48 e IV. 49 ãs quais se pode adicionar mais uma parai e-

vitar a solução trivial A . = 0. Seja por exemplo 

A'A = I (IV.50) 

A solução pelo método dos mínimos quadrados 

se baseara na minimização da soma dos quadrados dos desvi 

os de cada um dos L. .. Chamando L a matriz (nxm) dos L. . 

1 3 1 3 
tem-se 

y (L . .-S . J2V. r 1 = mínimo (IV. 51) 
Z _ j %3 1 3 1 3 
1 3 

que devera ser resolvida com as condições acessórias IV. 

48, 4 9 e também IV.47, que se transforma em 

m 

A . = 0 (IV.52) 
3 

3 = 1 

Para a minimização da expressão IV.51 com 

essas condições e interessante que se introduzam os multi_ 

plicadores de Lagrange. Corno a equação IV. 51 representa 

n condições sera utilizada ali o dobro da matriz lÁ(nxl) 

de multiplicadores. Nas duas outras condições serã utili 

zados os multiplicadores e 2Ng. Assim, a função a ser 

minimizada é: 

F = y (L . .-S . .)2V }. + 2 M ' S A + í 7 7 (A ' A-l) + 2N0 ~P A . 
/._ j -13 1 3 1 3 1 2

 y - J 
Í3 <Í 
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Como o sistema não e linear nas incógnitas 

5, Aí, N e N é conveniente efetuar-se uma linearização 

1 ó 

pondo 

A = B + C , 

S = T + U , 

em que B seja uma aproximação de A obtida "a priori" e T, 

uma de S, de maneira que U e C sejam pequenas (seu produ

to pode ser desprezado). As aproximações devem satisfa -

zer âs condições 

B'8 - I 

(IV.53) 

B . = 0 
3 ' 

e F terã a forma: 

-"1 
2 T 7~2 F= / (L . .~T . .-U . .) V . . + 2M' (TS + T O U 8 ) + N [ B ' C + C ' B) 

Z L j 1 3 1 3 1 3 1 3 1 

1 3 

+ 2Nn ? C. . 

Como C'8 = B'C as duas ultimas parcelas po

derão ser escritas sob a forma, 

1 2 Z L ^ 3 Z l ^ 1 3 2 3 

em que 
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Então. 

N = W 2 N2) 

Z = (IV.54) 

F - fL. .-T. .-!/. J 2 7 7 . + M M T B + TC + UB) + MZC 
,̂7 ^J 'tj 1-5 

sendo conhecidas as matrizes 8, T, L e l'. A matriz V e 

diagonal e tem seus elementos iguais ao inverso da varian 
2 

cia de L. A rigor seus elementos seriam iguais a t'./S . . 

mas, a menos de um erro de ordem superior, podem ser apro 
2 

ximados por t ./L . .. 

3 1 3 
A condição de mínimo conduz a 

3 F ~ 

—— =• 0 (nxm equações) (IV.55 ) 

3U 

3 F ~ 

= 0 fn equações) (IV.55 ) 
3M 

0 (2 equações) (IV.57) 

3W 

- o (m equações) (IV.58) 

3C 

ou sejam: 
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V A. (L . .-T . .-V . .) + M.B. = O (IV.59) 

^J ^J 1 3 ^J ^ 3 

TB + TC + US = O (IV.60) 

ZC = 0 (IV.61) 

Í'T + MZ - 0 (IV. 62) ivi 

Serão eliminados, sucessivamente, tf, M, _ e 

C. 

Multiplicando a expressão IV. 59 por V. . ob 
^ 1 3 

tem-se, apos o rearranjo dos termos, 

U • . = L . • - T . . + M .B .V . . 3 

1 3 %3 Z3 ^ 3 1 3 
que, multiplicado por B . e somado em 3 , da 

3 

UB = - TB + 16 - FM (IV.63) 

onde F e uma matriz diagonal definida por: 

F . . = ? B2.V . . . (IV. 64) 
ti z—1 «7 

Levando a expressão IV.6 3 em IV.6 9 obtem-se, 

TB + TC - TB + LB - FM = 0 

de onde se tira o valor de M: 

M = V'1[TC+LB) 



Pode-se, agora, substituir M na expressão 

IV. 62 transposta: 

T ' M + Z ' W ' = 0 

T»F"ITC + T'F" ÍL8 + Z'W» = 0 . 

Resta eliminar C entre esta ultima expres -

são e IV. 61. Antes, porem, e conveniente definir a rna 

triz : 

V = ( f F~ ?T) " 7 ( IV.65 ) 

Com isto 

I? 1C + T'F 7LG + Z » W = a ( IV. 66 ) 

que multiplicada, pela esquerda, por IV e de acordo com 

IV. 61: 

o 
f 

Z V V / 1 C + ZPT'F" ?LB + ZOZ ',V' = 0 

Antes de tirar o valor de M ' vale a pena de 

finir também 

E = [IV1')"? (IV. 67) 

e , então , 

M' = - EZPT'F~ ÍLG 

que levado em IV. 63 fornece o valor de C: 
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V']C + T 1 F ~ 7 LB = Z'EZDT'F~ 7LB 

C = P(Z'EZP - J)T'F~ 7 LB (IV.68) 

A expressão IV.68 serve para o calculo de 

C e de sua variância. lio primeiro caso basta pôr 

L = T 
e , então, 

C = VI1EZB - B , (IV.69) 

enquanto que, 

A = B + C = PZ'EZB (IV.70) 

A variância de C pode ser calculada corn au

xilio de 11.67, ou seja, 

—i DC . DC 
var C . . = ) —— Í var L 7 

kl d L k l d L k l 

que neste caso e exata porque C e linear em L. M a s , de 

acordo com IV.68: 

= |p(Z*EZP-í ) T ' F _ Í \ Bl 

* L k l L Hk 

f 
J 

kl l .. J ik L J ,ik 

v a r C . . - - > { V[I' ElV-1 )T ' V~{ \v [ 1 ' EZP- J ) T ' F~ 1 \ B2V, 1 

tj z — i 
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Usando IV.64 e somando em 1 e depois em k : 

var C>. 

1 3 
V [l> ZTO -] )T 11~ ]\ F kk{v [l* HIV - ] )T 1 V~ ] 

ik 3'k 

var C Vil'BIV-DT'r'1 P(Z'EZP-1)T'F' 

= P(Z'EZP-1)T'F ?FF~ 7T(PZ'EZ-l)P 

var C = var A = V - VZ'EZV (IV.71) 

0 mínimo de F e dado pela expressão 

F . 
rmn 

U2. . V }. 
-> 7-J -Z-J 

mas 

U 
1 3 

- M.B .V.1. 

1 3 1 3 

portanto, 

M = F LA 

F 
rmn Z Í „ j 

i 3 

F-LA) . 
2 2 ^ 
B .V . . - P 

3 1 3 

- í í 
F LA) . F . . 

F"7 LA) 'F(F~ 7 LA] , 
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que, sinplifiçada, dá ainda: 

F . = A'L'F 1 LA 
min 

Como L = T vem 

e , finalmente, 

L'F~J = T'F _ ÍT * D"1 

F . - A'P~?A 
min 

Portanto: 

0 valor de A e dado pela expressão IV.70 

F . = G ' Z ,E7.VV~]Vl 'EZB 
rmn 

F . - B ' Z ' EZB 

m i n 

( IV.72 ) 

Es-ta e a soma dos quadrados dos desvios. D_i 

vidida pelo numero dos graus de liberdade será o estima-
2
 ' dor s : 

n-m+2 
B'Z'EZB (IV.73) 

Recordando, B e uma matriz aproximação de 

A, satisfazendo as condições IV. 53, Z e uma matriz auxili_ 

ar, definida em IV. 54, E e outra matriz auxiliar definida 

em IV.67, A e calculada por IV.70 e sua variância por 

IV.71. 

Sem duvida, este método parece apresentar 
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uma grande vantagem sobre o clássico qual seja o da ine

xistência de restrições relativas aos padrões - as flutua 

ções estatísticas destes está integralmente incluída no 

formalismo matemático. Essa vantagem, todavia, pode ser 

totalmente perdida nas aproximações, já que o problema e 

intrinsecamente não linear e a introdução das matrizes U 

e C foi feita com o fim de torná-lo linear. 

4.5.3 Outros métodos 

STTMMEFS e BABB , num trabalho sem bi

bliografia, propõem o que chamam análise vetorial para o 

problema de análise de espectros. Consideram a distribui 

çao de altura de pulsos como sendo um veçtor n-dimensio -

nal em que n e o numero de canais e procuram representar 

o vector incógnita Y como uma soma única de frações 6. 
- ->• *7 

das outras distribuições de significância conhecida X.. 

~ ~
 3 

A soma das frações dos vectores padrões e 

rn 

F - > 8.X. 
Z _ j 3 3 

3 = 1 

chamada vector representação. A parte não representãvel 

e chamada resíduo e. 0 vector desconhecido e portanto da 

do pela equação 

Y = > 9 .X . + e (IV. 74) 
3 3 

0 objetivo principal e encontrar os e . man 
3 tendo \e\ tao pequeno quanto possível. 
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A corparacão da equação IV.74 cor IV.14 nos 

tra que este é o rsêtodo clássico dos mínimos cuadrados. 

4-. 5 . 4 Fstudo dos residuos 

Apos o calculo dos coeficientes é usual o 

calculo dos residuos normalizados e seu estudo mais ou me 

nos detalhado, ou num grafico ou numericamente (2,3,26, 

3 6,55,77,08,92,94). 

T.ste orática, cue ia vem desde os •orineiros 

trabalhos em análise de espectros (106,103), tem por fim 

a pesquisa das causas de maus ajustes e, em. especial, 

obtenção das energias onde. ocorrem os comportamentos ina

decuados . fssas energias podem dar informações importan

tes sobre algum nuclídeo ausente no conjunto de padrões 

se este for o caso ou de erros de calibração. Ja. se viu 

que a existência, da diferença grande de ganho leva ao ana 

recimento de deis picos simétricos com rolarão ao nico 

principal, um positivo e outro negativo ( 3 0 ) . 

0 refinamento do tratamento dc espectros lo 

vou Fasternack e Liuzzi a uma serie de trabalhos excelen

tes (94,95,96) em que procuram julgar a adequação do mode 

lo com base no estudo dos resíduos dc 120 espectros de 

uma mistura conhecida. Mostraram, entre outras coisas, 

que as correções de zero e de ganho nao afetaram seriaren 

te es propriedades do modelo, exceto cuanto oo .valor das 

variâncias. 

"este Capítulo (£4.5.1.4) ia fni apresenta

do um método d es'tina do a o cal cirio eles correções de zero 

e de ganho cor bese no estudo dos desvaios. 



4.6 Interferências 

Na maioria dos processos de analise estuda

dos ocorrem interferências. 

São elas de três tipos mais importantes: 

- por radiação gama 

- por reação nuclear 

- por impureza não suspeitada 

Mo primeiro caso se tem um espectro com o 

pico do nuclídeo de interesse superposto ao de outro nu

clídeo que emite gama de aproximadamente a mesma energia. 

Se a meia vida da interferência for relativamente menor 

do que a do nuclídeo que se procura ainda se pode tentar 

deixar a interferência morrer mas, se ocorrer o c o n t r a r i o 

há de se tentar urna irradiação mais curta. 0 método dos 

mínimos quadrados tem permitido que se resolvam picos bem 

próximos mas a presença da interferência sempre diminui o 

limite de detecção do nuclídeo que se pesquisa. 

Esta interferência serã de vim tipo mais 

brando se o gama de interesse tiver menor energia mas ca 

ir numa intensa contribuição Compton da interferência. 

Em compensação este tipo mais brando ê mais frequente. 

A interferência por reação nuclear consis

te na produção de quantidades significativas de um mesmo 

radionuclídeo a partir de elementos diferentes ou na pro 

dução de mais de um radionuclídeo de um mesmo elemento 

(5,49,71,79) como, por exemplo 
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F (n3p) O e O (n3y) O , 

„ 23, ... 24 „25, . 24 
Na (n3y) Na e Mg (n3p) Na , 

a 127 , i , . 27 26 , , ,, 27 
Al (n3p) Mg e Mg (n3y) Mg , 

Cu(n3y) Cu^4 e Cu(n3y) Cu^^ , 

Ag(n3y) Ag e Ag(n3y) Ag , 

Si (n3p) Al2^ e Si (n3a) Mg27, 

além de outros mais indiretos como captura sucessiva de 

néutrons (altamente improvável no TRIGA) e reações de 

protons de recuo, como 

„ 1 8 / , ryl 8 

0 (p3n)F 

competindo com alguma outra, como (n3y). 

0 tratamento dessas interferências num rea 

tor ê feito mais simplesmente efetuando todaç as irradia 

ções e medidas em condições padronizadas. Em segundo lu 

gar, como a maior parte dessas interferências (exceção e_ 

vidente do caso de dois ou mais radionuclídeos produzi

dos por néutrons térmicos no mesmo elemento) se da cem 

néutrons rápidos, deve-se efetuar a irradiação, se pos-
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sível, na região de maior razão de cádmio do reator. Tam 

bem é utilíssima, no caso, a técnica do jogo com as meias 

vidas e tempos de irradiação e de espera. Finalmente, po 

de-se lançar mão de espectros de referência de nuclídeos-
, . 2 3 27 J7 24 A126m , , puros, como de Al , Mg 3 Na , Al e calcular-se as 

quantidades dos elementos indiretamente (49). 

Finalmente, tendo-se em mente que hã elemen 

tos bastante abundantes para os quais a técnica de anali

se por ativação ê extremamente sensível, como sódio, man

ganês, arsénio, bromo, cobre, ouro, prata e outros, a pro 

habilidade de sua interferência nos padrões e nas amos

tras nunca ê muito baixa. 



"CAPÍTULO V 

O PROGRAMA ITARGO III 



1. INTRODUÇÃO 

SALMON realizou um programa geral de anã 

lise de espectros no qual procurou incorporar o máximo de 

características, junto com uma maneira mais simples de o-

peração. E foram a mais de meia dúzia de características 

desejáveis que incluiu no programa, o que foi considerado 

excessivo, no caso presente. 

Os pontos considerados mais importantes na 

execução dos programas da serie HARGO foram: 

- eliminação de padrões considerados esta

tisticamente não significativos 

- gravação definitiva dos padrões (conta

gens líquidas e suas variâncias) em disco, numa etapa in-
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dependente, em 400 canais. 

- opção de correção de desvios de zero e de 

ganho pelo método dos mínimos quadrados 

- opção de escolha de pesos segundo o mé

todo de PARR e LUCAS 9 2. 

A filosofia geral do calculo e a apresenta

da no capítulo IV item 4.5.1. 

Obviamente o processo e iterativo. Um dos 

critérios de convergência utilizado nas iterações foi o 

de comparação da correção a ser efetuada com seu desvio 

padrão. A iteração ê terminada quando a correção se tor

na pequena com relação ao desvio padrão. 

Modificações radicais tornaram obsoletas as 

versões HARGO I e HARGO II. A versão KARGO IV, especiali 

zada na analise de urânio e tório através das curvas de 

decaimento de atividade devida a nêutrons retardados, na

da mais ê do que a versão HARGO III da qual se modifica

ram alguns "formatos" de entrada e se retiraram todas as 

operações com ruído de fundo ("background"), que ê despre 

zível. 

A figura V-l esquematiza a seqüência de ope 

rações. Na realidade, trata-se de um programa bastante 

complexo devido ao fato de o problema ser não linear1 e da 

dependência complicada do processamento com as opções. 

A tabela V-l mostra as sub-rotinas e fun

ções utilizadas no programa completo. 

A operação de sub-rotinas e funções comuns-

âs duas partes do programa ê idêntica, exceto quanto a pe 

quenos detalhes. Assim, ALISA na gravação põe zero nos 
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valores que dão menor do que zero, ao passo que, na ana 

lise, se h = 0, modifica o intervalo de energia. 

No APÊNDICE I apresenta-se uma listagem 

completa do programa NARGO III, isto e, da gravação e 

da analise, que serão descritas a seguir. 



FIGURA V-l: Diagrama de blocos do programa 
HARGO III (escrito em FORTRAN I V ) . 



232 . 

TABELA V - l 

Funções e sub-rotinas utilizadas no Pro

grama HARGO III. 

Nome Tipo Gravação Análise 

AJUST Sub-rotina Sim Sim 

ALISA Sub-rotina Sim Sim 

FUNF Função Sim Sim 

ACHA Sub-rotina Sim Não 

ENT1 Sub-rotina Não Sim 

SAÍDA Sub-rotina Não Sim 

CALC Sub-rotina Não Sim 

IMIC Sub-rotina Não Sim 

LEPA Sub-rotina Não Sim 

ORDEM Sub-rotina Não Sim 

PREPA Sub-rotina Não Sim 

LDISC Sub-rotina Não Sim 

MINV Sub-rotina Não Sim 

ARRAY Sub-rotina Não Sim 

LIDES Sub-rotina Não Sim 

FINAL Sub-rotina Não Sim 

NCOMP Função Não Sim 
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2. GRAVAÇÃO DE PADRÕES 

2.1 Leitura de dados 

A primeira operação na gravação e a leitu

ra de dados que se constituem, entre outros, de: 

- nome do nuclídeo 

- meia vida 

- massa 

- potência de irradiação 

- tempo de irradiação 

- tempo de espera 

- tempo de contagem 

- energias e canais de calibração 

- numero de canais utilizados 

- tempo de contagem do ruído de fundo 

- contagens correspondentes ao nuclídeo 

- contagens correspondentes ao ruído de fun 

do. 
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2.2 Cálculos 

Chama-se duas vezes a sub-rotina AJUST, 

que, diante das energias de calibração e canais corres

pondentes, faz uma correção de zero e de ganho, mediante 

a utilização da expressão 

' Xi = 3*. 

em que b+f e c+g (sendo b e o as partes inteiras e f e g 

as fracionárias, respectivamente) são os extremos do ca

nal i medido sobre os canais não corrigidos, Y são as 

contagens obtidas experimentalmente nos canais n e I¿ e 

a contagem do canal corrigido i. 

Em seguida, calcula a taxa de contagem li

qüida dentro de cada canal»segundo a expressão IV.13» e 

sua variância como em IV.25. 

Ê feito, então, o alisamento da variância 

segundo polinómios do 39 grau em 5 pontos (sub-rotina A-

LISA). 

Calcula-se então, através da função FUNF, o 

fator de normalização para massa (M), potência (P) , tem 

po de irradiação (t^)i tempo de espera (t^) s de contagem 

F ---?— : 

PfM (l~e~Ul) (l~e"Xt3) 

a-b 

- fY, + \> Y 

n=í 



' ! A X = 398 E M I Í \ = ? r . . ' X » f f i 

' Au-19s:,:pávK^ 

PES<> •'<•.:•>.: íi 1 

T MEI A = r,, 383.5íí.£iX :^^^^ r 

. f = i. . V T C K 35 1.9 
t o = .........................5 . t : / ' . . . . . . . . . . 
F H l = ^ Q » ^ á ; - C ô ^ H j ^ ^ FIGURA V-2': Extrato de dados de 
?ÜT= M--1-
T l.= .:E;

:::VS|:Í:;';A'V 90Q. q ¥ 1 I ; I 1 gravação . 
7 2 = .... ...... 1.16." . • ' • ' " • ) 
T'-= 9 6' • . ' "• 0 0 

'. CA = -: • C:;

:A "\: 01. 0 ü 'r> ( E l § l i 
C:-. = ?.•„."••••!« 

••• EA= 2v . . 0 ' vC-
EB= 411.7949 

h C u ^ A 'A A HA RGQ lil 
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Nesta expressão, / e um fator adicional pa

ra correção de potência ou de massa. 

A seguir chama-se a sub-rotina ACHA que lê 

a tabela de padrões no disco. Essa tabela consta de uma 

sucessão de 76 blocos cada um contendo o nome do padrão 

(com 9 caracteres), a posição do padrão no arquivo e um 

registro de numero de vezes que o padrão foi consultado. 

Se o padrão ainda não constar dessa tabela procura-se o 

fim dela e adiciona-se seu nome, posição e numero de con

sultas (zero). Finalmente, regrava-se a tabela no disco. 

De novo no programa principal, escrevem - se 

no disco, no local constante da tabela, as contagens lí

quidas de cada canal e suas variâncias, assim como vários 

outros dados que possam ser úteis na análise. 

Em seguida imprime-se um extrato dos dados 

como mostrado na fig. V.2. 
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3. ANÁLISE DOS DADOS 

3 .1 Leitura cie dados 

São lidos dentro da sub-rotina ENT1, en

tre outros: 

- massa 

- potência de irradiação 

- tempo de irradiação 

- tempo de espera 

- tempo de contagem 

- energias e canais de calibrações 

- numero de canais utilizados 

- tempo de contagem do ruído de fundo 

- contagens da amostra 

- contagens do ruído de fundo 

• - intervalo de energia para a analise 

- nome dos componentes em termos dos 

quais serã feita a analise 

- instruções quanto âs opções a serem 

utilizadas. 
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3.2 Primeiros cálculos e inicialização 

São chamadas sucessivamente as sub-rotinas 

AJUST (2 vezes), CALC, INIC, ALISA e LEPA. 

A sub-rotina AJUST, diante dos canais e e~ 

nergias de calibração,faz uma correção de zero e de ga

nho tanto na amostra como em seu ruído de fundo confor

me já explicado na descrição da gravação dos padrões. 

A sub-rotina INIC inicializa a estimativa 

das concentrações e vários outros parâmetros. 

A sub-rotina CALC fornece o numero de ca

nais a serem abandonados no início do espectro, o nume

ro daqueles a serem utilizados para cobrir a faixa de 

energia dada para análise, calcula a taxa de contagem 

líquida e a variância em cada canal, tudo como descrito 

na gravação dos padrões. 

A sub-rotina ALISA efetua o alisamento das 

variâncias como já descrito. 

A sub-rotina LEPA lê a tabela de nuclí-

deos padrões já gravados no disco, identifica, dentre os 

gravados os dados para análise, guarda a posição de cada 

um no arquivo, ordena os nomes dos nuclídeos (numerando-

os) (através da sub-rotina ORDEM e da função N C O M P ) , con 

ta o numero de vezes que cada padrão foi consultado e gra 

va novamente a tabela. 



3 • 3 Leitura dos_ padrões e cálculos com eles 

Inicialmente chama-se a sub-rotlna PREPA 

que renumera os padrões, caso algum haja sido elimina

do, sem perder a posição dos restantes no arquivo. 

Depois lê--se o primeiro padrão no disco 

(sub-rotina LDISC), ajusta-se o espectro e seu ruído de 

fundo as condições da amostra (AJUST), calcula-se o fa

tor final devido a diferenças em massa, potência de ir

radiação, tempo de irradiação, de espera e de contagem u 

tilizando o fator guardado no disco e outro calculado a-

travês da função FUME (§ 2.2 neste capítulo). 

A seguir ê montada, coluna por coluna, a 

matriz que seria X (nxk) da expressão IV.15 ou, opcional 

mente, com duas colunas a mais, segundo IV. 35. No máxi

mo, esta matriz serã de 12 colunas por 400 linhas. 

Simultaneamente com a matriz das contagens 

líquidas dos padrões ê montada a matriz !/ (kxn) das va

riâncias . 

3.4 Calculo dos coeficientes 

É, então, efetuado o calculo dos pesos, 

simples ou de acordo com PARR e LUCAS (op.cit) pela ex

pressão IV.2 7 alterada para a forma 
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V . . - var Y. 
%% % 

na qual h e. posto igual a 1 (PARR) ou igual a zero (clãs_ 

sico). Na opção h - 13 em que há iterações, começa-se 

com a = 0 no primeiro ciclo; nos seguintes os a. são as 

estimativas obtidas no ciclo anterior. 

Calcula-se neste ponto a matriz 0 de acor

do com a expressão IV. 19 (para isto são chamadas as sub

rotinas MINV e A R R A Y ) . 

Se for o caso da opção de PARR e LUCAS , 

compara-se o valor de 0 com o obtido no ciclo anterior. 

A iteração terminara quando o desvio padrão de 0 for mui_ 

to maior do que a correção a se fazer. Por sua vez, o 

desvio padrão de 0 e estimado através de IV.20 na qual 
2 

se poe a - 1. 

Sa algum 6 . for menor do que zero, o pa-
_ d 

drão sera eliminado, se 

G . < - 1, 6 4 5/vklcTTT) 

No caso de 

- 13 6 4 5 SvãFnrj < 0 . < 0. 
3 3 

então, considera-se como não detectado. 

No caso da correção de zero e de ganho a 

matriz 0 contem as informações sobre essas correções, se 

gundo as expressões IV.32 a IV.35. Volta-se então ao i-

nício e fazem-se as correções devidas no espectro da a-

mostra. 

- h / a . var X. . 
¿1— i 3 1 3 
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3.5 Cálculos finais 

Calcula-se s . Em seguida chama-se a sub-

rotina FINAL, que calcula as concentrações, seus desvios 

padrões, o erro relativo e imprime o quadro de resulta -

dos. 

Os comentários são feitos de acordo com o 

exposto no item 2 do Capítulo IV, no nível de significân 

cia de 0,95 . 



CAPÍTULO VI 

PARTE EXPERIMENTAL 



A obtenção de dados experimentais foi fei

ta, jã do início, com grande meticulosidade. Desde a. 

montagem do detector num castelo, ate a verificação dos 

dados perfurados em cartões procurou-se reduzir ao mí

nimo os erros de todos os tipos . 

Infelizmente, próximo ao término do traba

lho queimou-se o transformador da fonte de tensão do a-

nalisador multicanal. Tentou-se fazer novo enrolamento 

mas não se conseguiu bom resultado. Devido â dificulda

de de se conseguir o original, o aue envolvia importação 

e grande atraso, decidiu-se Improvisar uma fonte, ora em 

funcionamento, eue não merece inteira confiança. 

Procurando compensar essas dificuldades re 

alizou-se um estudo mais detalhado somente das amostras 

analisadas com o transformador original. Os dados refe

rentes a padrões e amostras de urânio e tório por neu

trons retardados foram obtidos por empréstimo da prof?Ja 

ne Maria M. de Magalhães Alves. São parte de sua tese 

recentemente concluída sobre analise desses materiais por 

neutrons retardados. 



1. PREPARO E IRRADIAÇÕES 

1.1 Padrões 

Sempre que existentes, utilizaram-se óxi

dos espectrograficamente puros da Johnson Katthey. Na 

falta de material dessa fabricação preferiu-se E. Merck. 

Não se fez um estudo exaustivo de sua pure 

za sob o ponto de vista de ativação. Limitou-se a uma. 

inspeção dos picos presentes na faixa de energia de in

teresse (200 a 2000 k e V ) . 

0 manuseio dos padrões e dos tubos de irra 

diação foi feito com espátulas de plástico e com luvas 

de borracha. 

Evitou-se fazer soluções, para minimizar-

se a possibilidade de contaminação mas pouco se pode fa

zer nesse caso, já que as massas envolvidas eram frequen 

temente muito pequenas. Em vários casos utilizou-se uma 

balança Kahn RG sensível a 0,0 05 mg. 
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Foram postas em tubos de polietileno de 

1,7 cm de diâmetro por 6,5 cm de altura, tampados. A fa 

bricacão e o manuseio previo desses tubos e rotina no la 

boratorio. 

1.2 Amostras 

Foram considerados amostras todos os pa

drões nos quais se cometeu algum peoueno erro de prepa

ro, especialmente nas irradiações, e oue nao as tornassem 

imprestáveis. Poucas foram preparadas especialmente pa

ra esse fim específico. De aualauer maneira, frequente

mente eram de material de pureza equivalente â dos pa

drões . Também seu manuseio foi cuidadoso como o dos pa

drões , utilizando os mesmos tubos de irradiação. 

1.3 Irradiações 

Foram feitas no reator IPP.-Ri. 

Os tubos menores, jã descritos, foram inse

ridos em outros maiores de poliestireno, comumente utili 

zados na irradiação de amostras naouele reator. 

Procurou-se Irradiar, sempre que possível 

um tempo da ordem de grandeza da meia vida do isótopo de 
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A escolha das potências e das nassas a se 

rein irradiadas sempre foi um pouco arbitraria.. Levava-

se em conta a maior facilidade de se efetuarem irradia

ções com potências compreendidas entre 1V1 a lOOkW. En

tretanto,, com o fim de se prevenirem erros de mudança 

de escala no reator preferiram-se potências altas para 

a maior parte das amostras. Isto porque a precisão nas 

operações de pesagem, ainda que de massas pequenas, e 

de diluição era bem melhor do que a alcançada no estabe 

lecimento da potência do reator.. 

Procurou-se manter a mesa girando duran

te todas as irradiações de padrões. Por outro lado, nun 

ca se cuidou da verificação da existência de amostras al 

tamente absorventes de nêutrons próximas. 

Nunca se monitorou a fluxo integrado na ir 

radiação. 

Cálculos aproximados eram feitos para se 

obter OjlMCi no início das contagens. 

Sempre que viável esperou-se aproximada

mente uma meia vida antes do início das contagens. 
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CONTAGENS 

2.1 Eauipamento 

Utilizou-se um multieanal Packard de 40 0 

canais tendo como detector um cristal de NaI(T£) de 

7,Bem de diâmetro pela mesma altura (3"x3"). A montagem 

foi a da fig. VI.1. A figura VI.2 mostra detalhes do cas 

telo que foi.construido de tijolos de concreto pesado 

(hematxtico). Um enchimento de plástico, de eficiência 

não comprovada, foi utilizado para se minimizarem as va

riações de temperatura do cristal. 
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FIGURA VI-1: Montagem experimental de conta 

gem: A-multicanal; B-registrador grafico-, O redutor de es 

pectros (não utilizado); D-conversor paralelo/serie; E-

castelo e F-mãquina de escrever. 



FIGURA. VI-2: Detalhe do castelo en que 
foi instalado o detector; A-concreto henatílico; B-' 
janela; C-castelo de chumbo; D-suporte da amostra;E-
cristal; F-fotomuitiplicadora; G-pre-amplificador. 



2 . 2 T é c n i c a 

Na é p o c a d a s m e d i d a s o e q u i p a m e n t o f o i man 

t i d o p e r m a n e n t e m e n t e l i g a d o . A t e n s ã o d a f o t o m u l t i p l i c a 

d o r a f o i 9 0 0 V . 

S e m p r e s e f ez , uma m e d i d a p r e l i m i n a r em c a 

d a c a s o . S e a a t i v i d a d e f o s s e e x c e s s i v a m e n t e a l t a , t e m 

p o m o r t o m a i o r d o q u e 2%, e s p e r a v a - s e a a m o s t r a d e c a i r 

um p o u c o . S e , a o c o n t r a r i o , a a t i v i d a d e f o s s e d e m a s i a d a 

m e n t e b a i x a , r e f a z i a - s e o p a d r ã o ( a m o s t r a ) . P r o c u r a v a -

s e f f j^ ^ r> K +- o -v"t i m ^ nr>r̂ "*—i rr^^ r-< -i r> -t ~> 1 4- n o p l -l-p p T 1 n "n — 

t o p o s s í v e l s e m t e m p o m o r t o a p r e c i á v e l . 

A n t e s d e c a d a m e d i d a o g a n h o d o s i s t e m a e r a 

a j u s t a d o d e m a n e i r a a s e o b t e r uma f a i x a d e t r a b a l h o d e 

z e r o a 1 NeV ( 5 k e V / c a n a l ) . O c a s i o n a l m e n t e f a z i a - s e a j u s 

t e d o z e r o . 

I m e d i a t a m e n t e a n t e s d a m e d i d a d a a m o s t r a , 

o u l o g o d e p o i s , p r o c e d i a - s e â m e d i d a d o s e u " b a c k g r o u n d " . 

A p ó s c a d a c o n t a g e m f a z i a - s e i n s p e c ç ã o r ã p i _ 

d a n a t e l a d o o s c i l o s c ó p i o q u a n t o â q u e d a d e p o n t o s . Ve 

r i f i ç a d a a b o a q u a l i d a d e d o e s p e c t r o e l e e r a r e t i r a d o n u m 

r e g i s t r a d o r g r a f i c o e n u m a m a q u i n a d e d a t i l o g r a f i a . 

D i s p u n h a - s e t a m b é m d e uma. p e r f u r a d o r a d e 

f i t a d e p a p e l q u e n u n c a c h e g o u a f u n c i o n a r a c o n t e n t o . 

A e s c o l h a d o s c a n a i s d e c a l i b r a ç ã o e r a f e i 

t a a n t e o s d a d o s n u m ê r i c o s d a mãq u i n a d e d a t i l o g r a f i a . 

A r b i t r o u - s e o e r r o g l o b a l em m e d i d a s d e m a s s a s , d e v o l u 

m e s , d e t e m p o s d e p o t ê n c i a s , d e d i s t r i b u i ç ã o d e f l u x o em 



2 5 1 

2 . 3 C o m p u t a ç ã o 

A i n d a q u e a p e r f u r a d o r a d e f i t a h o u v e s s e 

f u n c i o n a d o b e m , t e r i a h a v i d o o p r o b l e m a d a c o n v e r s ã o p a 

r a c a r t ã o , v i s t o q u e o CECOM ( C e n t r o d e C o m p u t a ç ã o d a 

UFHG) n ã o d i s p õ e d e l e i t o r a , d e f i t a . d e p a p e l . 

Em v i s t a d a s d i f i c u l d a d e s , e em c a r á t e r ' 

p r e c á r i o , p e r f u r a r a m - s e o s d a d o s em c a r t õ e s com a u x í l i o 

d e p e r f u r a d o r a s c o m u n s . 

Como s e n ã o b a s t a s s e m e s s e s p r o b l e m a s o b 

s e r v a r a m - s e e r r o s d e v i d o s a c a r t õ e s d e d i m e n s õ e s f o r a 

d o g a b a r i t o . 

2 . 4 R e s u l t a d o s 

A t a b e l a V I . 1 m o s t r a o e f e i t o d e m o d i f i 

c a ç õ e s a r b i t r á r i a s n o s c a n a i s d e c a l i b r a ç ã o e d a o p ç ã o , 

c l á s s i c a o u d e PARR, n u m a a m o s t r a p u r a d e C r . 

A mesma a m o s t r a f o i a n a l i s a d a com c a n a i s 

d e c a l i b r a ç ã o 6 0 , 5 e 4 0 1 s e n d o d a d o s o s c o m p o n e n t e s N a , 

C l e C r com. a o p ç ã o PARR. C C l f o i e l i m i n a d o p e l o p r o -

g r a m a , s " = 3 , 1 e o s t e o r e s d e Cr e Na f o r a m , r e s p e c t i v a 

m e n t e , 9 7 , 5 ± 1 , 3 (%) e 6 1 8 ± 8 5 ( p p m ) . 
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A t a b e l a V I . 2 m o s t r a a s c o r r e ç õ e s t o t a i s 

d e z e r o e d e g a n h o e f e t u a d a s n u m a a m o s t r a , d a d a s d i v e r 

s a s c o m b i n a ç õ e s d e c a n a i s d e c a l i b r a ç ã o . 

Na t a b e l a V I . 3 c o m p a r a m - s e a s o p ç õ e s c l ã s _ 
2 

s i c a e d e PA?,R, c u a n t o a o s v a l o r e s d e s p a r a uma a m o s 

t r a c o n t e n d o 1 0 , 0 mg d e C l . 

N a s t a b e l a s V I . 4 e V I . 5 a p r e s e n t a m - s e o s 

r e s u l t a d o s d e m e d i d a s d i v e r s a s d e u r â n i o e d e t ó r i o j u n 

l a m e n t e com o s o b t i d o s d e c u r v a s d e d e c a . i m e . n t o . 

F i n a l m e n t e , n a t a b e l a V I . 6 , m o s t r a r a - s e o s 

r e s u l t a d o s o b t i d o s com a m o s t r a s s i n t é t i c a s d e u r â n i o e 

t ó r i o . 

TABELA V I . 1 - A l g u n s r e s u l t a d o s o b t i d o s 

com uma a i n o s t r a c o n t e n d o 100% d e C r 

C a n a i s d e c a l i b r a ç ã o 
O p ç ã o 

2 
s 

D e s v i o 

I n i c i a l F i n a l 
O p ç ã o 

2 
s p a d r ã o 

6 1 40 0 C 5 1 1 0 1 , l ' 1 , 1 

62 40 0 c 3 9 3 9 2 , 8 4 , 8 

6 1 40 0 p 2 8 , 3 1 0 1 , 5 1 , 1 

6 1 , 5 40 0 p 1 7 1 9 9 , 1 2 , 7 

6 0 , 9 4 04 , 5 p 2 4 , 2 10 ? , 0 1 , 0 

( * ) C i n d i c a o p ç ã o c l á s s i c a 

P i n d i c a o p ç ã o PARE 

http://deca.ime.nto
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TABELA V I . 2 - C o r r e ç õ e s t o t a i s d e z e r o e 

d e g a n h o e f e t u a d a s a u t o m a t i c a m e n t e n u m a a m o s t r a , d a d a s 

d i v e r s a s c o m b i n a ç õ e s d e c a n a i s d e c a l i b r a ç ã o ( o p ç ã o c i a s 

s i c a ) . 0 g a n h o d e r e f e r ê n c i a ê 6 , 9 3 0 7 . 

C a n a i s d e c a l i b r a ç ã o C o r r e ç ã o d e C o r r e ç ã o d e 

I n i c i a l F i n a l 
z e r o g a n h o 

0 3 3 0 - 2 , 0 3 + 0 , 8 3 5 x l 0 ~ 2 

0 3 2 9 - 1 , 6 6 + 0 , 4 9 1 x l 0 ~ 2 

0 3 2 8 _ i a o -i., . - 0 , 2 8 7 x l O ' " 2 

0 3 2 7 - 0 , 9 3 - 0 , 5 2 6 x 1 o " " " 2 

0 3 26 ' - 1 , 0 2 - 1 , 5 2 x l 0 " 2 

1 32 7 - 1 , 1 6 - 0 , 8 2 x l 0 " 2 

2 3 2 3 - 1 , 6 2 - 0 , 4 5 x l 0 ~ 2 

3 3 2 9 - 2 , 4 5 - 0 , 5 4 x l 0 ~ 2 

4 3 3 0 - 2 , 5 1 + 2 , 5 6 x l 0 " 2 

0 3 2 6 , 7 - 0 , 7 1 , - 4 , 9 8 x l 0 " 2 
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TABELA V I . 3 
2 

- V a l o r e s d e s o b t i d o s n u m a 

a m o s t r a c o r r i g i d a d e z e r c e d e g a n h o p a r a a o p ç ã o c l ã s -

s i c a e PARR 

C a n a i s d e c a l i b r a ç ã o V a l o r e s d e s ^ 

I n i c i a l F i n a l C l á s s i c a PARR 

0 3 3 0 1 , 7 5 0 , 5 2 

0 3 2 9 1 , 9 5 0 , 6 3 . 

0 3 2 8 1 , 8 0 0 , 5 3 

0 3 2 7 1 , 8 0 0 , 5 3 

0 3 2 6 1 , 9 4 0 , 5 7 

1 3 2 7 1 , 8 9 0 , 5 6 

2 3 2 8 1 , 7 6 0 , 5 2 

3 3 2 9 1 , 8 8 0 , 5 5 

4 3 3 0 1 , 7 9 0 , 5 3 

0 3 2 6 , 7 1 , 7 5 0 , 5 2 
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TABELA V I . 4 - R e s u l t a d o s d e a n á l i s e s d e T h 

em a m o s t r a s r e a i s p o r d i v e r s o s m é t o d o s e p e l o e s t u d o d a s 

c u r v a s d e d e c a i m e n t o ( 1 ) . 

A m o s t r a R X ( 2 ) C O ) NP.('+) 0 ( 5 ) Í T e d i a C a l c u l a d o 

8 3 4 1 , 9 3 1 , 5 8 2 , 2 4 1 , 7 5 1 , 8 7 1 , 8 + 0 , 2 

83 5 2 , 3 5 • 1 , 8 7 2 , 9 3 1 , 8 7 2 , 2 5 2 , 2 ± 0 , 3 

8 3 6 2 , 4 0 1 , 8 1 2 , 7 7 1 , 9 6 2 , 2 3 2 , 1 ± 0 , 2 

8 4 0 2 , 0 0 1 , 6 0 2 , 3 6 1 , 7 0 1 , 9 1 1 , 8 ± 0 , 2 

8 4 1 2 , 0 2 1 , 6 5 2 , 2 0 1 , 9 5 1 , 8 ± 0 , 2 

6 3 0 B 0 , 0 3 6 0 , 1 2 1 0 , 0 7 8 ND 

5 2 0 F 0 , 1 5 4 0 , 1 5 6 ' 0 , 1 5 5 ND 

52QE 0 , 1 9 6 0 , 2 5 3 0 , 2 2 4 ND • 

6 3 6 B 0 , 0 7 7 0 , 0 9 1 0 , 0 8 4 ND 

6 4 0 0 , 1 2 9 0 , 2 3 9 0 , 1 8 4 N D ( 6 ) 

6 4 1 0 , 2 4 7 0 , 2 4 6 0 , 2 4 7 

1 ) O p ç ã o PARR. As c o n c e n t r a ç õ e s s ã o a s m e s m a s n a 

o p ç ã o c l á s s i c a e a s v a r i â n c i a s I g u a i s o u l i 

g e i r a m e n t e m e n o r e s . 

2 ) R a i o s - X 

3) C o l o r i m e t r i a 

4 ) N e u t r o n s r e t a r d a d o s 

5) A t i v a ç ã o n e u t r õ n . i c a com s e p a r a ç ã o a n í m i c a . 

6 ) M a t r i z o u a s e s i n g u l a r ( s 2 ~ 3 , 1 x I O 4 ) 
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CAPÍTULO V I I 

DISCUSSOES E CONCLUSOES 



1 . INTRODUÇÃO 

A n e c e s s i d a d e d e s e p o r e n c o n v e n i e n t e m e n t e 

o s p r o b l e m a s f u n d a m e n t a i s d a a n á l i s e d e e s p e c t r o s a n t e 

c i p o u a d i s c u s s ã o d e v á r i o s a s s u n t o s q u e , a n u í , s o s e r ã o 

r e v i s t o s m u i t o s u p e r f i c i a l m e n t e . P o r o u t r o l a d o , a e x c e 

l ê n c i a d o m é t o d o d o s m í n i m o s q u a d r a d o s p e „ r a e s s e f i m j á 

e s t á d e m o n s t r a d a h á v á r i o s a n o s c o m o s e i n d i c o u na. v a s t a 

b i b l i o g r a f i a r e v i s t a n o C a p í t u l o I V . P r e c i s a r i a , s i m , 

s e r d i s c u t i d a a n e c e s s i d a d e d o s C a p í t u l o s I I e I I I s e o s 

d o i s s e g u i n t e s , o s C a p í t u l o s IV e V , n ã o h o u v e s s e m e x i 

g i d o p r a t i c a m e n t e t o d o o m a t e r i a l e x p o s t o n o s p r i m e i r o s , 

e , s e n ã o p a r a s e d i s p o r d e um s u p o r t e t e ó r i c o - p r á t i c o 

p r ó x i m o , com t e r m i n o l o g i a u n i f i c a d a , p e l o m e n o s , p a r a s e 

r e c o r d a r e m a l g u n s f u n d a m e n t o s d e m a t é r i a s a f i n s q u e a j u -
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d a r a m e c e r t a m e n t e a i n d a o f a r ã o n a s o l u ç ã o d e p r o b l e m a s 

n o v o s d a a n a l i s e d e e s p e c t r o s . A l e m d i s s o , n e s t e C a p í 

t u l o V I I m e s m o , a i n d a s e r ã o u t i l i z a d o s c o n c e i t o s r e v i s 

t o s n a q u e l e s p r i m e i r o s . 

P o s s i v e l m e n t e a o b j e ç ã o m a i s s e r i a q u e pos_ 

s a s e r f e i t a s e r i a p e r g u n t a r - s e p o r q u e um t r a b a l h o d e 

t a l e x t e n s ã o s e o s d e t e c t o r e s d e G e ( L i ) d e n t r o d e p o u c o 

t e m p o t o m a r ã o t o t a l m e n t e o l u g a r d o s d e N a l . Mas a f a 

l h a m a i o r d a o b j e ç ã o ê a i n c e r t e z a n a é p o c a d a s u b s t i t u i 

ç ã o , s e um. d i a o f a r ã o t o t a l m e n t e . É o u e , n ã o o b s t a n t e 

a p é s s i m a r e s o l u ç ã o d o s d e t e c t o r e s d e N a l , s u a e f i c i ê n 

c i a ê I n c o m p a r a v e l m e n t e m a i o r d o q u e a d o s d e G e ( L i ) - e 

h ã s e m p r e o s c a s o s d e a n a l i s e d e t r a ç o s de. e l e m e n t o s em 

q u e a e f i c i ê n c i a ê o p r o b l e m a c a p i t a l . A l é m d i s s o , n ã o 

o b s t a n t e o s p r i m e i r o s i n s u c e s s o s ( s u c e s s o s l i m i t a d o s , t a l 

v e z f o s s e m e l h o r ) d a u t i l i z a ç ã o d o m é t o d o d o s m í n i m o s qua 

d r a d o s â a n a l i s e d e e s p e c t r o s d e m i s t u r a s , p r o v e n i e n t e s 

d o G e ( L i ) , s u a s p o s s i b i l i d a d e s a i n d a s ã o g r a n d e s . A c r e s 

c e n t e - s e a o q u e f o i d i t o q u e o e s t u d o r e a l i z a d o n e s t e t r a 

b a l h o s e a p l i c a , em p r i n c í p i o , a q u a l q u e r m i s t u r a ( c u r 

v a s d e d e c a i m e n t o r a d i o a t i v o , c u r v a s d e a b s o r ç ã o e s p e c -

t r o f o t o m e t r i c a , c u r v a s p r o v e n i e n t e s d e m e d i d a s e l e t r o m e -

t r i c a s e t c ) . F o i f e i t a uma t e n t a t i v a , sem. s u c e s s o , d e a. 

p l i c â ç ã o a a n a l i s e d e c u r v a d e e s p e c t r o f o t ô m e t r o , m a s a -

c r e d i t a - s e q u e h o u v e e r r o n a o b t e n ç ã o d o s d a d o s . 

D i a n t e d o e x p o s t o s e r ã o v i s t a s n e s t a p a r t e 

s o m e n t e a s d i s c u s s õ e s e ' c o n c l u s õ e s s o b r e o p r o g r a m a HAPCO 

I I I r e s u l t a d o s d a c o m p a r a ç ã o d o m é t o d o d e PA RR com o c l ã s 

s i c o d a s c o r r e ç õ e s d e z e r o e d e g a n h o e d a a p l i c a b i l i d a 

d e d o m é t o d o a s c u r v a s d e d e c a i m e n t o . 

0 p r o b l e m a d a m i n i m i z a ç ã o d o s e r r o s p e l a 
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e s c o l h a d o m e n o r n u m e r o d e c o m p o n e n t e s c o n s i d e r a - s e s u 

f i c i e n t e m e n t e d i s c u t i d o n o C a p í t u l o I V ( i t e m ' 4 . 5 . 3 . 1 ) . 

Km t o d o o t r a b a l h o um d o s m a i o r e s p r o b l e 

m a s f o i a i n v e r s ã o d a m a t r i z i n d i c a d a em I V . 2 0 . 

2 . 0 PROGRAMA HARGO I I I 

T r a t a - s e d e um p r o g r a m a r e v i s t o c u i d a d o s a 

m e n t e d u r a n t e um l o n g o p e r í o d o . D e v e e s t a r o u a s e t o t a l 

m e n t e i s e n t o d e e r r o s d e p r o g r a m a ç ã o e d e s a í d a s i m p r e 

v i s t a s . Como t o d o p r o g r a m a , m u i t o a u t o m á t i c o a p r e s e n t o u , 

e n t r e t a n t o , p r o b l e m a s n a s u a c o n f e c ç ã o a l g u n s d e l e s s e m 

s o l u ç ã o s a t i s f a t ó r i a . 

P o r o u t r o l a d o , a i n t r o d u ç ã o d e t o d a s a s 

c a r a c t e r í s t i c a s d e s e j á v e i s d e uma s o v e z o t o r n a r i a d e m a 

s i a d a m e n t e d i f í c i l p a r a a u t i l i z a ç ã o em r e g i m e d e r o t i n a . 

A l e m d i s s o , s ã o t a n t o s o s p o s s í v e i s p e q u e 

n o s d e t a l h e s num p r o g r a m a , c o m o e s t e e m e s e e l e s f o s s e m l e 

v a d o s a s e r i o o p r o g r a m a n u n c a c h e g a r i a a um f i m . V á r i o s 

d e s s e s p o n t o s f o r a m i n c l u í d o s n e l e e n ã o f o r a m d e s c r i t o s 

n o C a p í t u l o a n t e r i o r n e m s e r ã o d i s c u t i d o s n e s t e . 
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2 . 1 C a d e i a o u r a m i f i c a ç ã o r a d i o a t i v a 

T r a t a - s e d e um t i p o d e i n t e r f e r ê n c i a n u 

c l e a r em q u e um n u c l í d e o a l v o p r o d u z d o i s n u c l í d e o s r a 

d i o a t i v o s , o u m a i s , d e v i d o ã f o r m a ç ã o d e uma c a d e i a o u 

a uma r a m i f i c a ç ã o . 

0 p r o g r a m a n ã o ê c a p a z d e r e s o l v e r s a t i s 

f a t o r i a m e n t e e s t e s c a s o s p o r q u e a f u n ç ã o FUMF s e a p l i c a 

â d e s i n t e g r a ç ã o s i m p l e s . f v e r d a d e q u e a o p ç ã o PARE ê 

s i m é t r i c a com r e l a ç ã o a o s c o m p o n e n t e s , o q u e p e r m i t i r i a 

a a d a p t a ç ã o d e FÜEF e a u t i l i z a ç ã o d e t a n t o s p a d r õ e s 

c o m p o s t o s q u a n t o s f o s s e m o s n u c l í d e o s d a c a d e i a o u d a s 

r a m i f i c a ç õ e s , m a s i s s o n ã o p ô d e a i n d a s e r t e n t a d o . 

O u t r a p o s s i b i l i d a d e d e u t i l i z a ç ã o d o FARGO 

I I I n e s t e s c a s o s ê i r r a d i a r a a m o s t r a , d e i x ã - l a e s f r i a r 

e c o n t ã - l a e x a t a m e n t e o s m e s m o s t e m p o s q u e o p a d r ã o . 

F i n a l m e n t e , s e um d o s r a d i o i s ó t o p o s f o r 

m a d o s t i v e r m e i a v i d a m u i t o m a i o r d o q u e o r e s t o d e s u a 

f a m í l i a p o d e r - s e - a f a z e r a a n á l i s e c o m b a s e e x c l u s i v a 

m e n t e n e l e ( a p ô s o d e s a p a r e c i m e n t o d o s o u t r o s ) . 

E c l a r o q u e n ã o s e t r a t a n d o d e i s õ m e r o s 

r a d i o a t i v o s p o d e - s e f a z e r a s e p a r a ç ã o d o s n u c l í d e o s e 

c a l c u l a r - s e o s e l e m e n t o s i n d i r e t a m e n t e c o m o f i z e r a m 

GUINE e L A S H 4 9 . 
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2 . 2 V a l o r e s n e g a t i v o s n o a l i s a m e n t o 

Q u a n d o o n u m e r o d e c o n t a g e n s e m u i t o p e 

q u e n o p o d e m o c o r r e r v a l o r e s n e g a t i v o s n o a l i s a m e n t o . Es_ 

p e c i a l r n e n t e p o r q u e s ã o v a l o r e s m u i t o p r ó x i m o s d e z e r o 

n ã o h ã m u i t a i m p o r t â n c i a em s e p e r m i t i r e m t a i s a n o m a 

l i a s n o s p a d r õ e s g r a v a d o s , i s t o e , n o c a s o d a o p ç ã o d e 

PARR, e n t r a r ã o com uma c o n t r i b u i ç ã o d e s p r e z í v e l n a f o r 

m a ç ã o d o p e s o . Mão h ã , a s s i m , n e c e s s i d a d e d e s e l i m i 

t a r a f a i x a d e e n e r g i a em q u e o p a d r ã o e u t i l i z á v e l . 

S u a c o n t r i b u i ç ã o s e r ã e f e t i v a m e n t e n u l a n a o p ç ã o c l ã s -

s i c a . 

J a n o a l i s a m e n t o d a a m o s t r a , o p ç ã o c l ã s s i _ 

c a , s ã o i n a d m i s s í v e i s v a l o r e s n e g a t i v o s , q u e d a r i a m p e 

s o s n e g a t i v o s . 

A l e m d o e x p o s t o a c i m a , s e r i a m u i t o c o m p l i 

c a d o um a l g o r i t m o e f i c i e n t e n a v e r i f i c a ç ã o d a p o s i ç ã o 

d a a n o m a l i a , p a r a q u e s e a b a n d o n a s s e a p a r t e s u p e r i o r o u 

i n f e r i o r d o e s p e c t r o . 

Sem d u v i d a q u e t a l v e z o p r o b l e m a s e r e s o l 

v a bem f a c i l m e n t e com a u t i l i z a ç ã o d e a l g u m m é t o d o m i s 

t o , c o m o d e p o l i n ó m i o s e d e m e d i a s d e c a n a i s v i z i n h o s . 

Mas i s t o n ã o c h e g o u a s e r f e i t o em PARGO I I I . 

0 a l g o r i t m o u t i l i z a d o em HARGO I I I s o n d a 

s e o v a l o r n e g a t i v o e s t a n o u l t i m o d é c i m o d a f a i x a o u 

n o p r i m e i r o . P a r a e v i t a r e m - s e p r o b l e m a s m a i o r e s m a n 

d o u - s e e s c r e v e r s e m p r e a f a i x a d e e n e r g i a , r e a l m e n t e u t i . 

l i z a d a p a r a . a a n a l i s e , 
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2 . 3 M a t r i z e s s i n s u l a r e s o u q u a s e s i n g u l a r e s 

S o b o p o n t o d e v i s t a d e c a l c u l o , a s m a t r i 

z e s q u a s e s i n g u l a r e s ( e x p r e s s ã o um t a n t o d i f í c i l d e s e r 

d e f i n i d a j ã q u e e n v o l v e t a n t o a E s t a t í s t i c a c o m o o C a l 

c u l o N u m é r i c o ) s ã o d o s p r o b l e m a s m a i s s é r i o s . I s t o p o r 

q u e , n e s t e c a s o , mesmo o s p e q u e n o s e r r o s d e a p r o x i m a ç ã o 

n u m é r i c a l e v a m a v a l o r e s a b s u r d o s n a i n v e r s ã o • d e s s a s ma. 

t r i z e s . Como c o n s e q u ê n c i a d e s s e p r o b l e m a o b t ê m - s e , a t ê , 

v a r i â n c i a s n e g a t i v a s . 

N e s t e s c a s o s c o n s i d e r o u - s e como n ã o s a t i s 

f e i t o o t e s t e d e c o n v e r g ê n c i a . P e r s i s t i n d o o i m p a s s e 

i n t e r r o m p e - s e o c a l c u l o e i m p r i m e - s e m e n s a g e m d o a c o n 

t e c i d o . 

N ã o s e e n c o n t r o u uma m a n e i r a f á c i l d e s e 

a u t o m a t i z a r a s o l u ç ã o n o c a s o d e a m a t r i z s e r s i n g u l a r . 

0 i n t e r e s s a d o ê q u e t o m a r a a d e c i s ã o e l i m i n a n d o a l g u m 

p a d r ã o . 
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3 . CORREÇÕES DE ZERO E DE GANHO 

A f i n a l i d a d e m a i o r d e s s a s c o r r e ç õ e s , corno 

a p o n t a d o n o C a p i t u l o IV é m e l h o r a r - s e o e s t i m a d o r d a s 

v a r i â n c i a s , j ã q u e d e o u t r o m o d o e l e s e r ã f o r t e m e n t e 

t e n d e n c i o s o , p a r a m a i s . Os v a l o r e s d a s c o n c e n t r a 

ç õ e s p o u c o s o f r e m com p e q u e n o s e r r o s d e z e r o e d e g a n h o 

e q u a n d o o f a z e m , e e s t a e uma o b s e r v a ç ã o m u i t o i n f e r e s 

s a n t e , s u a v a r i â n c i a c r e s c e d e m a n e i r a , q u e s u a e s t i m a 

t i v a e s t á s e m p r e p r ó x i m a d o v a l o r c o r r e t o ( em t e r m o s d e 

a ) . I s t o s i g n i f i c a q u e n o s p i o r e s c a s o s o i n t e r e s s a 

d o e s t a g a r a n t i d o p e l o e r r o c a l c u l a d o ( a i n d a q u e i n c o r 

r e t o ) . 

A c o r r e ç ã o d e g a n h o e m u i t o m a i s i m p o r t a r 

t e d o q u e a d e z e r o . De f a t o t e v e - s e a i m p r e s s ã o d e q u e 

a p r i m e i r a f r e q u e n t e m e n t e a b s o r v i a a s e g u n d a . Uma p o s 

s i b i l i d a d e f u t u r a i d o NARCO I I I e d e p a s s a r a c o r r i g i r 

s õ o g a n h o . E n t r e o u t r a s c o i s a s c e r t a m e n t e h a v e r i a m u i 

t o m e n o s c a s o s - d e m a t r i z e s s i n g u l a r e s o u q u a s e s i n g u l a 

r e s . E o b v i o q u e , p a r a s e c o r r i g i , r s o m e n t e g a n h o , d e 

v e - s e p r o c u r a r t r a b a l h a r com i n t e r v a l o s d e e n e r g i a nato 
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n u i t o g r a n d e s . As f a i x a s m e n o r e s s ã o e s p e c i a l m e n t e 

ú t e i s n o c a s o d a o p ç ã o c l á s s i c a . 

F o r a d a s p a r t i c u l a r i d a d e s a p o n t a d a s a c i m a 

a o p ç ã o c o r r e ç ã o d e z e r o e d e g a n h o s e m o s t r o u b a s t a n t e 

ú t i l ( s e m d ú v i d a o u e e t e n d e n c i o s a , m a s um p r o c e s s o i t e 

r a t i v o l e v a r a p i d a m e n t e a s v a r i â n c i a s a n í v e i s a c e i t á 

v e i s ) . N ã o e , t o d a v i a , um m é t o d o p a r a s e r u t i l i z a d o em 

r e g i m e d e r o t i n a , d e v i d o a o t e m p o d e c o m p u t a ç ã o e n v o l v i 

d o . 

No d e s e n v o l v i m e n t o d o m é t o d o d e c o r r e ç ã o 

d e z e r o e d e g a n h o v e r i f i c o u - s e s e r i n c o n v e n i e n t e o u s o 

d a s e x p r e s s õ e s I V . 3 1 a I V . 3 5 . I s t o p o r c u e o u a n d o a s 

c o r r e ç õ e s s e t o r n a v a m p e q u e n a s ( e q u e n e c e s s a r i a m e n t e 

o c o r r i a n o p r o c e s s o d e i t e r a ç ã o ) a m a t r i z s e t o r n a v a o u a 

s e s i n g u l a r l e v a n d o â d i v e r g ê n c i a . Em v i s t a d i s s o t r a 

b a l h o u - s e com o s r e s í d u o s ( I V . 3 7 ) . 

N ã o s e c o m p a r o u e s t e m é t o d o d e c o r r e ç ã o d e 

z e r o e d e g a n h o com o d e P a s t e r n a c k p o r p r o b l e m a s d e t e m 

p o e d e e s p a ç o . 



2 6 7 . 

4 . OPÇÃO FARE v e r s u s OPÇÃO CLÁSSICA 

Na m a i o r p a r t e d a s v e z e s a o p ç ã o PARR r e 

d u z i u a s v a r i â n c i a s a n í v e i s um p o u c o m a i s b a i x o s d o o u e 

a c l á s s i c a e m e l h o r o u a s e s t i m a t i v a s ( t e n d e n c i o s a s ) d a s 

c o n c e n t r a ç õ e s ( v . TABELAS V I . 1., V I . 3 , V I . 4 , V I . 5 e V I . 6 ) . 

No c a s o d a s c u r v a s d e d e c a i m e n t o , s u r p r e 

e n d e n t e m e n t e , a o p ç ã o PARR c o n s e r v o u o v a l o r d a s v a r i â n 

c i a s o u a u m e n t o u - ò s l i g e i r a m e n t e , e , p r a t i c a m e n t e , n ã o 

c o r r i g i u a s c o n c e n t r a ç õ e s . 

A o p ç ã o PARR a p r e s e n t o u , c o m o j a m e n c i o 

n a d a s uma c a r a c t e r í s t i c a , o p e r a c i o n a l b a s t a n t e f a v o r á v e l 

a o l a d o d e o u t r a d e s f a v o r á v e l . A p r i m e i r a f o i d e e v i 

t a r p e s o s n e g a t i v o s ( q u e o c o r r e m n o a l i s a m e n t o d e v a r i 

â n c i a s p e o u e n a s ) l i m i t a n d o o i n t e r v a l o d e a n a l i s e . A s e 

g u n d a f o i d e l e v a r com m a i s f r e q u ê n c i a , a p a r a d a s d o com 

p u t a d o r p o r c o n v e r g ê n c i a m u i t o l e n t a o u m e s m o p o r d i v e r 

g ê n c i a n a s i t e r a ç õ e s . As d i v e r g ê n c i a s o c o r r e r a m n o c a 

s o d e m a t r i z e s q u a s e s i n g u l a r e s . 
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5 . APLICABILIDADE ÃS CURVAS DE DECAIMENTO 

Os r e s u l t a d o s d a s c u r v a s d e d e c a i m e n t o s a o 

b a s t a n t e b o n s p a r a o c a s o d e n ê u t r o n s r e t a r d a d o s d e ' u r â 

n i o e t ó r i o , m e s m o s e m a l i s a m e n t o d a s v a r i â n c i a s , e x c e 

ç ã o f e i t a â a m o s t r a XV q u e p a r e c e c o n t e r a l g u m e r r o d e 

p e r f u r a ç ã o d e d a d o s , a i n d a q u e n ã o p e r c e p t í v e l n o e s t u d o 

d o s d e s v i o s . 

D e v i d o â s e m e l h a n ç a d o s e s p e c t r o s e d e s e 

e s p e r a r a l g u m a t e n d e n c i o s i d a . d e , e s p e c i a l m e n t e n o s c a s o s 

l i m i t e s - a m o s t r a s m u i t o p o b r e s em um d o s d o i s e l e m e n t o s . 

È o q u e a c o n t e c e v i s i v e l m e n t e n a a m o s t r a d e n u m e r o V I I . 

R e a l m e n t e , h á uma l e v e i n d i c a ç ã o d e q u e o s v a l o r e s d o t o 

r i o s e j a m t e n d e n c i o s o s , p o r f a l t a , em um a d o i s d e s v i o s 

p a d r õ e s e q u e o o p o s t o o c o r r a com o u r â n i o , em a m b a s a s 

o p ç õ e s (PARR e c l á s s i c a ) n o c a s o d e a n á l i s e s e m a l i s a m e n 

t o d a s v a r i â n c i a s . De q u a l q u e r m a n e i r a , o s r e s u l t a d o s 

j á s ã o s u f i c i e n t e m e n t e b o n s p a r a s u a u t i l i z a ç ã o i m e d i a t a 

em r o t i n a . 

E s t e e um c a s o t í p i c o d e p r o b l e m a d e a p l i 

c a ç ã o d e c o m p u t a d o r e s I E s t a t í s t i c a c i t a d o n o f im. d o C a -
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p í t u l o I I . Como s e c o n h e c e m a p r o x i m a d a m e n t e a s m e i a s 

v i d a s d o s n e u t r o n s r e t a r d a d o s d e a m b o s o s e l e m e n t o s p o 

d e - s e , p e l o m e n o s em p r i n c í p i o , g e r a r d e c a i m e n t o s a f e 

t a d o s d e f l u t u a ç õ e s e s t a t í s t i c a s d e um g r a n d e n u m e r o d e 

a m o s t r a s e d e t e r m i n a r - s e " e m p i r i c a m e n t e " a s u a t e n d e n -

c i o s i d a d e em f u n ç ã o d a s c o n c e n t r a ç õ e s . 

6 . CONSIDEPAÇPF.S F I N A I S 

A a n a l i s e t o t a l d e um e s p e c t r o . p r o v e n i e n 

t e d e um s i s t e m a f u n c i o n a n d o c o m N a l ( T f . ) c o m o d e t e e t c r 

n ã o e uma t a r e f a f ã c . i l , em v i s t a d a p e r d a d e i n f o r r a ç ã c 

o c o r r i d a em t o d o o p r o c e s s o , d e s d e a d e t e c ç ã o . 

0 d e s c o n h e c i m e n t o d a c o m p o s i ç ã o a u a i i t e*;. 

v a d a a m o s t r a p o d e t o r n a r o p r o b l e m a a i n d a m a i s r o r p i ' -

c a d o d e v i d o a s e m e l h a n ç a d e a l g u n s e s p e c t r o s . 

0 m é t o d o d o s m í n i m o s c u a d r a d o s c o r ?f"-

s e a p l i c a d e m a n e i r a e x c e l e n t e a o s c a s o s d e a n a l "••"*' 

l i t a t i v a d o s e l e m e n t o s j ã f e i t a e d e c o n h e c i m c n ':<- "".'.-< 

bom d o s D o n t o s d e c a l i b r a ç ã o . No c a s o d e r a s e r e > r : 
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ç õ e s l e v a a e r r o s m u i t o g r a n d e s n a s v a r i â n c i a s . 

0 p r ó p r i o m é t o d o d o s m í n i m o s q u a d r a d o s p o 

d e s e r u t i l i z a d o n a c a l i b r a ç ã o . N e s t e c a s o , e n t r e t a n 

t o , h a l i m i t a ç õ e s i m p o r t a n t e s q u e s e d e v e m t e r em m e n t e . 

M a i s uma v a n t a g e m d o e s t u d o d o s r e s í d u o s s e v ê c l a r a m e n 

t e n a s c o r r e ç õ e s d e z e r o e d e g a n h o . 

0 m é t o d o d e PARR a p r e s e n t a a l g u m a s v a n t a 

g e n s s o b r e o c l á s s i c o . Os d a d o s n ã o s a t i s f a z e m o m o d e 

l o c l á s s i c o e o d e PARR n ã o t e m p l e n a j u s t i f i c a t i v a E s 

t a t í s t i c a . E l e s s e e q u i v a l e m . 
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2T r >, T ,C A , C i-i , FA , Eli , LCCfi , CO BK , TOHK , TBK , C ABK , CBBK , EA BK , F.BBK , X , BK G , 
3 TF) P , E -11 N , I n I \ ! , Fi A X V , P A X ) 

-\ J G S T F üC ZERO F DC G A M- i C 

? CALL A JUST ! I.r c A f A x , M AX V , F I N » ï M I N, X , C C t TO P , T , C A A M , C ¡3 A N , F A A N , E R AM , 

1. X A j ) 
y A = A ; j K 
CALL A J U S T ( ! CtW ,V A X , N A , ï N , I M I N , B K G , C G O K t T O P - T R K , C A P K G » C B B K b , 

1 F A B K G t c B B K (j t B K G A J } 

CALCULCS I N I C I A I S , ALISAMENTO E I N I C I A L I Z A Ç Ã O 

CALL CALC (TOP , F I , FF , NN, Y , XA J ,BKGAJ , T 3 , T4 ,W , L K 1 , N R , i r - IN »MAX ) 
AF = o -
AjV=-\"o 
A : V 1 o 
CC = o"> 
K F = : 
GC T G ( 1 , 4 ) , L K 1 

4 CALL AL I SA(W s 1 » N N , ? ) 
.CALL I N I C Í ALF , A, LAMB, L , R E T A , S2 

CALL L F P A < T A H , I C CMP,NF SP,KTC,NUM ) 
CO TO ( 1 , 5 ) ,KTC 

r) r;,ti .">•' . • >.-.( A, , \ r SP t AFTA ,.\\JA-> 
¡\CP = \ ' C r T - : ' r T ^ 
CO "i .2 M - 3 , N C P 
K = -\ l. ( ) 

• A L F ( y ) = AI. F ( K) 
F F ( i- ) = F F { K ) 
IF í LRJoL U U G H TO K 



NCP2=NCP 
Ki r. p ). = N C P 2 - 3 

6 K P E G = N F S P ( K ) 
8 CALL LOISC( XUSO , KUSO , F ( K ) , iv I N , N A X V , E M 11\ , J , TO , K R E G , T M F I A ) 

GO TC ( 1 , 9 ) , J 
C 

9 CALL A J C 5 T { 3. ? f>'A X , MA X V , F P IN , MI W , X L SC r ^ « » T 0 P , T C , C A , C B , E A , E B , XUSC ) 
CALL A JUST { 1 , f'AX , NAXV ,FM IN , I N'l N, kUSO ,'Ao , TCP , TG , C A , C.B , E A , EB , WUSC ) 
F P U )=FUN!F ( POT, F AT P 0 , XM A S , T ME I A , T 3. , T 2 , T 3 ) / F ( K ) . 
N N - y A X - N 
IF C'.NoLTo )GO TO 94 

C 
C . MONT AN00 A MATRIZ XXX 
C 

).<• I F ( L E 0 o L T o l o A N D o L o N F o A ; ) G C TO 1 2 
CO 12 I = 1,N N 
\! = -v o + T • 
X X ( K , 1 5 = X U S 0 ( N ) 

( i , K 1 = w u s o ( N) 
12 CPNTPJ. IF 

A L F ( Ai CP -t ! ) = A I. F { N L P + P F T A + I ) 
A L F ( N C P + .2 ) = ALF { N C P + F.STA + 2 ) 
I F { L F U o C T o 3 ) G C: T C 3. 9 
k P I T E ( 3 , 3.3 ) N N 
GO TO ( 3 6 , 1 ? ) ,-lGRAN 

I 2 N C 1 » N C P + 1 
NCP2=NCP*2 
FT = F .L 'DATC)CP0) /NCP2 

14 CC 15" I = 2 , N N 
X X ( N C ° 1 , I . =Y( I ) - Y ( J - i ) 

3.5 XX (NCP2 , I ) = ( N R + I ) "-!'Y {I } - ( NP-+ I - 1 ) * Y C I - 1 ) 
C 
C CALCULC COS PESOS 
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3 ? F 0 F V A T O H , b ! X , 1 l\N= 1 , I 4 ) 
*7 F G O A T Í 1. H- , 1 \'\ A J I- T. 7 S i N!G LLA P.-P R OCF S S A v FNTC INTERRCMPICC" » / / / ) 
0 3 i F P v r c o . H , « S 2= • , F 5 . 3 o ó , • E 1 = • , E l á o ò , »• EF = ' , E 1 3 o C . 5 

3. ' P r i ' " * , m H , / / , • N C P r = ' ,1X , 1 3 , »BFTA=« , 1 X , I 3 , 1 ' A X , »LAMB=' , 1 4 , / / , 
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