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OBJETIVO “

Esta nota tem por objetivo obter as equagoes pa-
ra escoamento de um fluido e a equacao de condugao de
calor, usadas no codigo RELAP4/MODS.

RESUMO E CONCLUSOES :

As equacOes de conservagao de mass$a, energia e
momento e a equagéo de condugéo de calor, tais como
usadas no cdodigo RELAP4/MOD5, foram deﬁuzidas a partin
das formas usuais das mesmas, apresentadas em textos
de mecdnica dos_fluidos: _ '

' 1) Equagao de Conservacao de massa

ot ax .
2) Equagdo de Conservagao de Energia
2 af"
A.B..Q._e- = - .?.—- [ W{h + .Y. + d)) ] + qw ____}_}__ )
ot X 2 ox
3) Equacdo de Conservagao de Momento
Apr _ . 9vW _ aR3P _ pgA 3z _ 09dFg
9x ax 9x ox = 9x

4) Equacio de Transferéncia de Calor
oT
Q(x + Ax) - Q(x) = c, V, —"— +Qn.

INDICE . 3t

1. Introdugao : 2/20

2. Equagao de Conservagao de Massa ' 4/20

3. Equacdo de Conservagao de Energia 5/20

4. Equagao de Conservagao de Momento - 7/20

5. Equagdo de Condugao de Calor 11/20
Referencias 15/20
Figuras . 16/20

AUTOR (ES)

DATA APROVAGAD VISTO DATA

J.C.F.Pujol

vISTO
TG ] 23195190] Easos Snoeo
’ e WA S S

CLASSIFICAGAO

CHEFE DO oA ‘
DEPARTAMENTO (_77 / /0. 6.4
TAREFA: = 4
N 11.28

PR

e



DETR.PD-CTS/TD

NUCLEBRAS/CDTN NOTA TECNICA DETR.PD 104 /80

PG. 2/20

a equacdo de condugdo de calor, tais com

serao 4
textos

17

DEDUCAO DE ALGUMAS EQUAGOES USADAS NO RELAP4/M0D5

INTRODUGAO

‘As equagdes de.conservagao de massa, energia e momento

eduzidas a partir das formas usuais das mes

de mecanica dos fluidos.

1) Equacdo de Conservagao de massa

3
9

W

= e e

54

O

A

|

t+

2) Equagdo de Conservagao de Energia

2 F_
A.a.eg = - .'(.).__ [ w(h + .Y + ¢) + qw o X
2t oxX 2 9x

3) Equagao de Conservacao de omento

apv v _ A 9P _ 32 _ 9oFg

AR = - —

9x 9x 9x X 3¥Xx

4) Equacdo de Transferéncia de Calor

. 3T
0 (x + Ax) - Q(x) = cn V, o+ Qn
ot

(1)

(2)

(3)

(4)

Nas equagoes acima, a seguinte notagdo & utilizada:

area de escoamento

densidade do fluido
S

fluxo de massa

energia especifica do fluido

o |

o usadas no cddigo RELAP4/MODS,

mas:, apresentadas em -
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i A =

h entalpia especifica do fluido

v velocidade do fluido

¢ funcdo potencial gravitacional

qa, fluxo superficial de calor °°

Ay, area lateral de transferéncia de calor, medida a pvartir de um

deterninado ponto na superficie do canal de escoamento.

P pressao

g aceleracgao da gravidade

Z elevagao ao longo co canal de escoamento

Fx forca de atrito

0(x+Ax)e Q(x) = taxas de transferéncia calor através dos lados xX+AX

e x , do n-ésimo volume elementar v,

Cn calor especifico volumétrico em Vp

T, temperatura em Vp

Qn taxa de geragao de calor em V.

X valor da abcissa ao longo do canal de escoamento.

t tempo

Algumaé destas variaveis estao reoresentadas nas figuras
le 2.
No que concerne a esta Nota, Os volumes nela citados sao

considerados como cilindros, e as aberturas por onde o fluido
escoa :

para ou de um dado volume serao chamadas juncoes.

As hipdteses envolvidas nas -equagdes (1), (2) e (3) sao:
1) Escoamento unidimensional
2) Fluido em equilibrio termodinamico

3) Traqsferencia de calor para o fluido apenas atraveés
da ‘superficie lateral do volume

4) Transferéencia unidimensional de calor
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2. EQUACAO DE CONSERVACAO DE MASSA

a ~ . . - ~
A 12 equacdo a ser discutida é a de conservacao de massa,

a gqual aparece no RELAP4/:0D5 sob a seguinte forma:

-

dMy >—'
= W, . ,
/o Uij

o

dt 3
onde
My = massa de fluido no volume V; (ver figura 3)
wij = fluxo de massa do ou pa;a 0. volume vi através da jungao J.

Esta equacgdo & facilmente dedutivel da forma tridimensio-

nal da equagao (1) , i.e,

3 >
_..E - - -{7*. (p V)
at '
Integrando no volume Vi envolvido pela sdperficie de

area S;, temos:

a, -

i .
[
dt si

Supondo que © fluido tenha componente de velocidade normali

- £ . - - .
a superficie de area S5;, apenas nas aberturas de area Sij (ver figura

3), por onde o fluido entra ou sai, temos:
a, ; ,
1 = - //’ pvds

dt . S..

J 1]

Supondo pv constante nas aberturas de area sij' resulta:

at, Z ‘ .
—% = - v S = W
Pij Vij ij E Vi f

dat. . :
) J J

em que

Py = densidade do fluido na jungao J
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Vig T velocidade do fluido na jungao j.

3. . EQUAGCAO DE CONSERVAGAO DE ENERGIA

-

%

A segunda equagio a ser considerada & a de conservagao de

energia.

Sendo Ei a energia total no volume Vi, Uj a energia inter-

na no volume V;, T; a energia cinética no volume Vi e pgzdV a ener
, Vs 1.

gia potencial no volume Vj, sabe-se que: 1

v

i

@B,  aQu, ar a
v

dt dt dt dt

: » 2
Lembrando que T; = //f 1 pvigv = i J/p pAivde =1 “/f w ax

Vs . .
1 i i

em que %3 € Ay sao, respectivamente, o comprimento de escoamento e a

area de escoamento do volume V; , e substituindo na equagao acima .,

@; du; 1 d W -
ac  at A, a o) T\ pavy)
£ A, at e \p t v,

vem:

1 .
1
du 14 d W2 _ o
= —* 4 X | - + 92 —  av
dt 2A.i dt p Vi ot
du, L d w?
=___l.+_.i_ SR -— +gzi f -3 (p;) av
dt 2A, dt [o}
i Vi
du ¢, 4a w2
=L+ 2 [ - ]-q7 ov. a8
dt 21\i dt o]
S
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Deve-se salientar que Z. & suposto constante, Jja que ©

fluido é tratado coro homogeneo.

substituindo este resultado na forma tridimensional da

-

A

equacao (2), i.e.,

-

dEi > v? -
—— = 3.(pv (h + 5 + $¢)) 4av +-Qi, sendo Qi a taxa de transferen-

dt V
cia de calor para fora ou para dentro do volune Vi, vem:

av, £i d W2 _ N . v2
— . e - +gZ, pv.ds - 3.(pv (h + = + ¢$)av + Q.
o i V. 2 i

S,
i

valendo-se das mesmas hipOteses usadas na dedugao da

equagao de conservagao de massa, tem—se:

onde
13 = entalpia local na junéao j, definida pelas condicoes Qo
fluido no volume a montante da fungao Jj;
Zij—fi = diferenga de elevagao entre a funcdo j e o centro de mas

sa. do volume v,

.__...-—

Para avaliar -se o termo 5%— ( g ) da equagao (5), o flui-

do & suposto homogeneo, com uma densidade.média.e um fluxo de massa ma&

dio, calculados da seguinte forma:

Ei = —%~ , sendo M; a massa do flufdo contida no volume V.
Vi
\—\ \ W, . vV, LA
L0 Z. /i3 z 1373
j,entra j,entra j.sai j,sai

L=
; V, .A. : 7 g
P i3] / \iJAJ *

j,entra _j,sai 3 entra j.sai
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#W. & uma média, ponderada pelos vazoes volumétricas do fluxo de massa

i
que sai (negativo) ou entra (positivo) no volume Vi, através da juncao
de area Aj. Deve-se notar que o termo 1 E W, .- E: ..
. 1] 1]
Pi j.,entra j,sai

-~

foi introduzido na definig&o de Wi, para levar en conta as diferehtes

densidades do flulido nas diferentes jungoes. Procurou-se, também, le
var em conta a mistura do momento, através da ponderagao do fluxo  de
massa de uma juncgao de entrada,nac soO pelo fluxo volumdtrico correspon |
dente mas, tambén, pelos flixos volumétricos das demais juncoes de en-

trada.

Substituindo, entdo, estas definigdes para Ei_e ﬁi na equa

cao (5) resulta:

au, !.i a wl? v; .
—_— = - = — \ -E W.. (h,.+ =L+ (z.. -%2,) g0 +Q
. 1] 1] ij i i
dt 2Al dt pi 5 2
4, ' EQUACAO DE CONSERVAGAO DE MOMENTO

A terceira equacdo a ser discutida é a de conservagao dce

~momento. Ela sera desenvolvida tendo-se em vista a figura 4, a qual

é uma descrigéo geral do caminho de escoamento, J, conectando dois vo-

lumes K e L. O sentido do escoamento & ,por hipbotese, do volume K para

o volume L.

A deducdo que sera desenvolvida a seguir, encontra-se na

referédncia [2].

Partindo da equagido (2), teros:

L L L
//' 2 {pv)dx = —“j’ 13 (viW)dx + PK - PL-J/P og 3z dx -
K ot 2 at X

K K
L
N F"
T
. A 03X

K

L
Definindo Png =dj‘ pg dx e dividinde en partes

% I8
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o caminho de integracao do termo de atrito, resulta:

L L
2 (Ylax = —f L2 (yimax + py + P (AP ) -
© ot \A « B ~9J “33
L T
Ko i -
-j- -l—dF,,—f —l-dFV—f Lar, .
N N i
- A A A
K KO Li

Se no 19 memnbro da equagao acima, trocar—-se a derivagéo

parcial em relagéo ao tempo com a integragao, e definir-se
I L

K
. o
2 = 1 . - 1 - )
bf ——// dFK e Pf = dFK P vem:
K A L A
K L.
1
L L L
2 W 1 . ; : 1
—_— — dx = - = d(vw) + P, + P ~-(P.+B .)-F. —-I. -~ = ar
3t A A . K Kgj "L Lgit B fp A X
K K K

L
e, L 3 B
1ay & ﬁj= +—= Q-w‘j = Ij—‘L vy
x A dt \ZAK 28, dt , dat
onde L
IAld}f .
A
W, = &
J L
1 dx
A
K
z., 2
o 1. = X _ 4 L
J  2a 27
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Substituindo este resultado na equagao (6),tem-se:

Ly L
1.% %, =p_ +pP, .- (P, + P )-F_ ~F_ - Lar - Lawn (1
J g 3 K Kgj L L] fK fL A K A
K K
- o
Agora
L :’(o Li L
- 1 d(vi)= - 1 a(vW)+ L d(vw)+ 1 d (vi) =
A A A A
K K K L
o i
— = - L.
v, W v, W 1
=K K __L L vid (-l—> . (8)
A A A
K L K
o
com v, e v, sendo as velocidades médias do fluido, W, e ¥ os flu

xos de massa médios, nos centros dos volumes K e L, respectivamente.

Supondo que a distancia entre Ko e Li seja suficientenen-
te pequena para que W possa ser considerado constante entre KO e Li '
a integral que aparece no 29 membro da equacao (8), pode ser transfor-

nmada como segue:

L. ' L. L. : L, L.
1 1 1 1 1
vWw d (1> = vW d (—Y—‘l> = v d(pv)= pvdav + vidp =
. A W
K K K K K
O (o] (@] (o] (o]
L L. . L
1 1 1
= P avi+ via = vi T vzK 0., — £ v
2 i i o} o 2
K K K
(o] Q (e}
em que}

v . Vv sio as velocidades do fluido e »p,, p as densida--
Ko Li }\0 ’ Li
des do fluido,imediatamente a nmontante e a jusante da jungao Jj, respecg

\

tivamente.

A substituigao deste resultado na equagao (8) conduz a:
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Li ; } L

dv?

T
o
<
]

|

+

<

ko]

-
+

I

<
®"oe
©

=~

|
N o

X L K K

(9)

. %
Para continuar a integracao , duas hipbteses sao necessa-

. a = . . . . .
rias: a 12 & que as propriedades do fluido imediatamente a jusante da

- jungdo j podem ser aproximadas pelas equacgoes de expansao estacionaria

a entropia constante, sendo’'o atrito,negligenciado, levado em consicde-
~ . . s a = .
racao como um termo de atrito adicional; a 22 & que a velocidade ce

propagagao do SORm NO fluido seja constante entre K e L,.

A equagao para escoamento estacionario a entropia constan

te e:
dp + pvdv = cg dp + pvdv = cg dp + £ gv =10, com cj sendo a veloci
2
dade do som.
«=> B av? =- c% adp
2 J
L L
i i .
P 2 2 2
=> - E gv? = c: dp = ci « - p; ) (10)
J P J QKO L
K K
o o
L.
l — — — ——
v, W v, W.,
(9) e (10) => - 1 d(vW)= - L Ly 2 p +- K_X_ . v o} +
A A Ll 'Ll A Ko Ko
K L K
o
v, W
K 'K 2 2 2 2
+ c?(p, =p, ) = = —— + (v +c2)- p, (V2 + cX)
J pI’\o Li AK pLi Li J pI\o ho J

Substituindo este resultado na equagao (7), tem-se:

—

AW, : v. W
K K L I
I, —d =P, 4+ —— + P__.~(P .+ 2+ P, L) +p, (W2 o+ %) -
j K Lg L Lg L, "L, '
at Mg J AL 93 i ]
- p, (V2 +¢c?) -F. -F F.
K, o Kg 3 £ £ KjL
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"sional para a condugéo de calor, como segue.

onde foi acrescentado um fator de atrito, FKjL , devido a expansao do
fluido entre K_e L,.

o i
5. EQUACAO DE CONDUGAO DE CALOR

Esta equacdo pode ser obtida a partir da equacao unidirmen

Para o volumre Vn (ver figura 2) tem-se:

aT

0(x + Ax) - Q(x) = - ¢V —=+ Qp | (11)
ot
Q(x + Ax) = - {\K A 3T (12)
9x X + Ax
o(x) = - |xa L | (13)
9x , .
X
) | 3T
(11); (12) e (13) = - (g a 2% | +(xa@) =y —Pio
9x X + .Ax 9x x + Ax ot
aT ,
<=> ¢V —2 = o + | KA o - |xalZ ' (14)
ot 9x ax
r £
sendo

T = temperatura ’
A = Area para condugao de calor
K = condutividade Térmica
£ = 1indice referente ao lado esquerdo de Vn
r = 1indice referente ao lado direito de V

A obtengao do sistema de equacoes a diferengas finitas sgj

ra feita tendo em vista as figuras 5 e 6. Na figura 5 o condutor esta

dividido em elementos de volume, Vn , segundo uma dada nodalizagﬁo.
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Lxceto na superficie do condutor (nodos 1 e N), os elementos de volunm=
estiao localizados a meio caminho de seus respectivos pares de nodos.

As temperaturas s3o calculadas nos nodos. As condutividades térmicas,
contudo, sao necessarias nas superficies dos elenentos de volune, de
1odo que, em cada superficie, um valor médio das condutividades térni-
cas dos nodos da direita e esquerda sera utilizada. Muma interface en

tre regides de propriedades diferentes os calores especificos volume-—

.tricos, cp's serao calculados coro a média, ponderada pelos respecti

vos volumes, dos calores especificos volumetricos.

Na forma de diferengas finitas, 0S termos da eghagao (14),
. At . .
para o nodo n no instante t + =, poden ser escritos CORO:

At £

9T - . v
o v n (o, B0t) ooy L Tn(t+At)Tn(t42)+Tn(t+2)Tn(t)
nnoae 2 nno, At At
2 2
T (t + At) - T_(t)
= chn L n . (15)
At :
e Qn(t+é-’i)+ x a 2% e + 8% - (g a2t (& + A%
2 % / . 2 ax  /, 2
0 (T+At)+Q_(t) : / .
- D n' 1 a2\ (e+ t)—(KA-a—T (t+ t) + [ ra 2L\ -
2 2 ax: r ’ X /2 X r
-(xa 2T\ (v) (16)
X 2

onde é suposto que Qn nao varia no incremento de tempo At.

Usando.a notagao de que ' significa o instante t+ At e a

sua auséncia o inséénte t, (15) e (16) implicam em:
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T - -/ ' 3T
c v, --’-’-——-——1‘-=Qr'l+-]: ka 3L +(KA-'£ - (xa = KA —
\ At 2 X r \ x /. ‘ X /o IX /o

. w7

W%
As derivadas parciais em felagdo x no instante t sdo escri

tas a diferencas finitas como:

T T
<KA _a_'_r_> = K_A, <§2> = K_A ntl ' n
X r ax r . AXn

T - T
e KA-B—T-\=KA ar =K, A n _n-1
ax L gy 2 "n-l Ax
//2 L n-1

Como foi dito,K & formado como a média das duas regioes:

l.e'
c - % _ Ko+ K 4y
X n,n+l 2
_ = _ K _, +K
e Ke = Kn—l,n = 1 n
2
Substituindo estes valores nas equagaes acima, vem:
aT Eﬁ n+l
A = 7T . -
KAax o a [T L (18)
r n
_T - _n-l,n -
e KA N - AX Ap-1 [Tn Tn—l] (19)
A n-1
Analogamente,

IF
3T \'° n,h-1 _
o B 2 B (ng,, T
ax . n
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n~1 n '
(A -—~-> ——== A [z - T 4] (21)

Da combinacgdo de (17),(18),(19),(20) e (21) resulta:

T~ Th Ay -
cVv = Q' + K (T )+ K! (T' -T') -
- nn At n 2AX n,n+l n+l n n,n+l n+l n
An-l -
T .mt
2AX Kn—l,n(Tn )+ Kn 1, (Trm Tn*l)

Pode -se reescrever esta equagao Como:

' R
a Tn 1+ b T + gn n+l d , nha qual o que multlpllca Tn 1

esta agrupado em an, o que multiplica Tg esta agrupado em bn’ o que

> . ‘ -
multiplica Tn+l esta agrupado em I’ © o resto em dn'

Para resolver este sistema de equagbes, & encessario acres
centar condigoes de contorno para T, e Ty (temperaturas na superficie
do condutor), de modo a formar um sistema de N equagoes aN lncognltas.

Este sistema de equacdes & tridiagonal. E para observar-
se esta tridiagonalidade, basta acrescentar ao sistema as equagaes
Ti = d1 e T& = dN’ e montar a matriz dos coeficientes (ver figura 7.
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