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O que sdo problemas inversos?

Geralmente em matemdtica tem-se uma equacdo e se deseja encontrar a sua solucdo. Quando
estudamos o problema inverso, tem-se a solucdo e deseja-se encontrar a equagdo
correspondente.

Julia Robinson
O que sdo problemas mal-colocados?
Pessoas inexperientes seriam levadas a desistir de tal empreendimento.

Jacques Hadamard
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RESUMO

Neste trabalho utilizou-se a andlise linear em problemas inversos, para a determinacdo da
funcdo densidade de probabilidade do processo de aniquilacio de pdsitrons em solucio
aquosa de lisozima e no complexo cristalino dipivaloilmetanoato de aluminio, Al(dpm)s, a
partir de dados tedricos e experimentais, respectivamente, por meio do método de
decomposicdo em valores singulares. Utilizou-se, também, a metodologia de inversdo para a
determinagdo do potencial de interagcdo repulsivo para o sistema liquido polietilenoglicol —
dgua a partir do segundo coeficiente do virial, por meio do método de regularizacdo de
Tikhonov. Realizou-se, também, uma breve revisdo sobre algumas propriedades
termodindmicas de sistemas liquidos.

ABSTRACT

The density function for positron annihilation lifetime was obtained from simulated data for
aqueous solution of lysozime and from experimental data for Al(dpm)3 crystalline complex,
using the singular value decomposition method. The same methodology was used for
repulsive energy potential determination of water- polyethileneglycol liquid system from
second virial coefficient using Tikhonov regularization method. A brief review about some
thermodynamic properties of liquid systems was carried out.
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APRESENTACAO

O trabalho € estruturado da seguinte forma:

Apresentacdo da teoria sobre andlise linear por inversdo aplicada a problemas mal-
colocados;

Aplicacdo do processo de inversdo ao estudo do espectro de aniquilagdo de pdsitrons,
para a determinacdo da funcdo densidade de probabilidade da velocidade de
aniquilacdo ;

Uma breve revisao sobre topicos importantes em sistemas liquidos;

A definicdo e andlise de algumas propriedades termodinamicas para sistemas liquidos;

Apresentacdo da teoria de van Laar e a sua aplicacao pratica;

Aplicacdo do processo de inversdo ao estudo de sistemas liquidos para a determinacao
do potencial de interacdo repulsivo para uma mistura liquida de dgua-polietilenoglicol.
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OBJETIVOS

Um dos objetivos da presente pesquisa € a aplicacdo da metodologia de andlise linear em
problemas inversos, em sistemas liquidos. A metodologia foi utilizada para estimar o
potencial de interacdo intermolecular para a mistura polietilenoglicol - 4gua, a partir de dados
coletados da literatura, a partir do segundo coeficiente do virial.

A pesquisa aborda, também, uma breve revisdo sobre o estudo de parimetros termodindmicos
como por exemplo, pressdo osmotica, entalpia, entropia e outros, importantes no estudo de
sistemas liquidos.

Além disso foi, também experimentada a inversdo de dados simulados do espectro de tempo
de vida de aniquilacdo do positron, utilizando-se os métodos de decomposi¢do em valores
singulares e de regularizag¢do de Tikhonov.

Apresenta-se, também, alguns conceitos basicos envolvidos na teoria sobre andlise linear em
problemas inversos.
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1 INTRODUCAO

Este trabalho, iniciado em 2000, foi o resultado de uma conversa com o professor Jodo Pedro
Braga do Departamento de Quimica da UFMG. O tema “Problemas Inversos”, assunto a
época pesquisado pelo professor em sua passagem pela Universidade de Princeton — USA,
veio ao encontro de meu interesse em aplicd-lo ao estudo de sistemas liquidos. A expectativa
sobre esta aplicagdo em Quimica foi devida a reconhecida e ampla insercdo do tema em
diversas dreas da ciéncia.

Foi necessdria uma revisdo de certos fundamentos matemadticos, principalmente, aqueles
referentes 2 Algebra Linear. Poder-se-ia considerar ser um trabalho, como alguns
pesquisadores definem, em “Quimica Matemdtica”, porém ndo € este o principal objetivo da
pesquisa entdo proposta. Os principios matematicos aqui explorados sdo utilizados apenas
como uma nobre ferramenta.

Problemas inversos ndo sdo muitas vezes de facil entendimento quando vistos pela primeira
vez. E ficil observar que quando uma crianca aprende a operagio de multiplicacio ela estd
dominando na realidade o conceito de um problema direto, ou seja, dados dois ndmeros
encontra-se o produto. No entanto sem perceber ela estd dominando, também, o conceito de
problema inverso, ou seja, para um dado nimero qual o par de fatores que o gera. Nesta etapa
inicia-se a andlise do problema inverso pois no processo de fatoragdo nem sempre obtemos
uma unica solugéo.

Foi o matematico Jacques Hadamard [1], quem pela primeira vez os classificou como
problemas mal-colocados. No seu entendimento um problema é dito mal-colocado quando
pelo menos uma das trés condigdes; existéncia, unicidade ou continuidade ndo € satisfeita.
Além disso, quando pequenas perturbag¢des nos dados de entrada, tedricos ou experimentais,
utilizados para a interpretacdo de um determinado sistema podem causar uma grande
perturbacdo na sua solug@o. Os erros associados aos dados experimentais sdo quase que
inevitdveis ao se estudar o problema inverso, e portanto, é necessdrio utilizar, por exemplo,
métodos de regularizacio para a sua solugdo.

Hadamard considerava que problemas mal colocados eram artificiais e que ndo descreviam
sistemas fisicos e introduziu, pela primeira vez, o conceito de problema mal-colocado no
campo das equacdes diferenciais parciais. Tais problemas eram considerados, até entdo, de
interesse puramente académico, sem nenhum significado fisico.

Com advento do radar e do sonar durante a Segunda Guerra Mundial, observou-se que tais
dispositivos baseavam-se em principios fisicos que se enquadravam na categoria de
problemas inversos de espalhamento de grande interesse pratico, e mal-colocados do ponto de
vista matematico.

Situacdes similares comegaram a surgir em outras dreas como a geofisica, andlise de imagens
em medicina e testes ndo destrutivos as quais ndo apresentavam uma teoria matematica bem
estruturada. Devido aos limitados recursos computacionais na época, grandes progressos niao
eram atingidos.
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Apenas em meados dos anos 60 é que se iniciou uma revolugdo no estudo de problemas mal-
colocados, por meio do trabalho de Tikhonov [2], ao introduzir os métodos de regularizacio
para problemas lineares mal-colocados. Foi uma formulacio cuidadosa do que se entende por
solugdo de um problema mal-colocado através da utilizacio de uma informacdo ndo
padronizada, que reflete a situagdo fisica a ser modelada.

Atualmente, sabe-se que existe uma grande quantidade de publicacdes relativas a problemas
mal-colocados em diferentes dreas da ciéncia, [3]. Sdo muito freqiientes as aplicagdes em
analise por tomografia computadorizada, estudos de problemas envolvendo difusdo, conducio
de calor, problemas de espalhamento de ondas e particulas, em técnicas de caracterizagcdo de
materiais e de forma considerdvel nos estudos de propriedades de solos visando aspectos de
contaminagd@o e impacto ambiental através da pesquisa de modelos matematicos para o fluxo
de fluidos subterraneos. Tais casos sdo, geralmente, tratados apenas como problemas diretos.
Outras aplicacdes interessantes sao encontradas, também, no trabalho de Nedelkov [4].

O primeiro caso estudado nesta pesquisa foi o da inversdo de dados simulados do espectro de
aniquilacdo do pdsitron para o sistema lisozima — dgua e para o complexo cristalino de
Al(dpm)s, utilizando-se os métodos de decomposi¢do em valores singulares e de
regularizacdo de Tikhonov. O estudo de problemas inversos aplicados a dados
termodinadmicos, utilizando esses métodos e , também, redes neurais, ainda € raro na
literatura. As informacdes sdo raras para confronto de resultados.

O segundo caso foi a determinacéo do potencial de interacdo repulsivo para o sistema liquido
polietilenoglicol - d4gua, obtido a partir da inversdo de dados referentes ao segundo coeficiente
de virial.

Como resultados dessa pesquisa destacam-se duas publicacdes em periddicos internacionais,
uma publicagdo em periddico nacional e dois trabalhos em congressos nacionais. Destaca-se,
também, a interacdo técnica estabelecida com o professor A.Yagola da Universidade de
Moscou e uma das maiores autoridades em problemas mal-colocados, em sua visita ao grupo
de problemas inversos, liderado pelo professor Jodo Pedro Braga.
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2 ANALISE LINEAR EM PROBLEMAS INVERSOS - PRINCIPIOS
TEORICOS

Sao discutidos a seguir os principais fundamentos tedricos envolvendo a teoria de andlise
linear aplicada a problemas inversos de um modo geral.

2.1 O processo de inversao

E apresentado a seguir o mecanismo geral para se entender o processo de inversdo aplicivel a
qualquer sistema em estudo. A ilustracdo ndo considera por enquanto todas as etapas
matemadticas envolvidas na solugdo de um determinado problema.

De um modo geral, um processo € descrito em detalhes quando uma informacgéo ou dado de
entrada € trabalhada e esperado um tnico resultado ou dado de saida. Em ciéncia o processo é
conhecido como o modelo, sendo o dado de entrada identificado como a causa € o dado de
saida como o efeito. E o paradigma do problema direto e que pode ser representado como:

dado de entrada — processo — dado de saida

causa — modelo — efeito

Se representarmos o dado de entrada por f e o processo por K, entdo o problema direto
resume-se em encontrar Kf, ou seja, o valor de um operador para um ponto em seu dominio.
Este problema, € portanto interpretado esquematicamente como:

dado de entrada dado de saida
f —-K - e
causa efeito

O problema inverso € portanto interpretado como, uma vez conhecido o efeito g € o modelo K
0 objetivo reside em encontrar a causa f do efeito e pode ser representado como:

dado de entrada dado de saida
? —K - g

causa efeito

Um caso exemplo para esta situacdo € a definicdo do potencial Newtoniano dado por:

V:Np:km%zv
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Nesta equacdo o potencial gravitacional pode ser calculado a partir da densidade de massa p
por uma integral, onde dv € o elemento de volume relativo a densidade p, [ é a distincia entre
dv e o ponto P, considerado fora do corpo, relativo a V e k € a constante gravitacional.

Comparando este exemplo com a andlise do problema direto observamos que o dado de
entrada x € a funcdo p e o dado de saida f € a fungdo potencial V. O operador K=N € o
operador linear Newtoniano.

O problema inverso para esta situacdo reside na inversdo da equacdo anterior, a qual
representa a fungdo densidade expressa pela medida do potencial fora do corpo, podendo ser
valores na superficie do mesmo, ou seja :

p=N"V

. 1~ L, . . . . P L.
O operador inverso N' ndo é unico pois existe uma quantidade infinita de possiveis
distribuicdes da funcdo densidade p que pode gerar o mesmo potencial externo e concluimos,
portanto, que este ¢ um problema mal-colocado.

Analisando este exemplo verificamos a importancia do papel desempenhado pelo operador K
que na realidade € o responsavel pela transformacio linear entre dois espacos de Hilbert em
cujos dominios encontram-se os valores de f e g. Além disso, o método direto apresentado
neste caso do potencial gravitacional para solucionar o problema inverso, assim como, em
indmeros outros casos nem sempre resulta em uma simples formulacio analitica do operador
inverso.

Um das raras situagdes onde o procedimento de inversdo envolve a determinagéo analitica do
operador inverso K T ¢a obtencdo do potencial intermolecular u(r) a partir da funcdo de
deflexdo y (b,E), através da equacio,

(e o]

X=7m—2b] ! 1/2dr
fe r rz(l—u(r)j—bz
E

Este tratamento para a determinacdo analitica do operador inverso, foi feito pela primeira vez
por Firzov [5,6] quem, apds uma série de manipulagdes matematicas desta equacdo integral,
envolvendo a definicdo de novos parametros e ajustes dos limites de integracdo, chegou a uma
forma mais simples e pratica dentro da perspectiva do problema inverso,

o X(b.E)db

( _, )1/2

sendo o kernel K na realidade representado por K(s, b) = ——

B(s )——J =—2I(s)

Nesta formulacao

( )1/2

¢ facil identificar que a partir de dados experimentais da funcéo de deflexdo y (b,E) pode-se
determinar o potencial intermolecular uma vez que o mesmo € obtido pela relagdo,
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u(r) = E(1 - exp(-21(s)))

Como nem sempre é possivel inverter de forma analitica como no caso anteriormente
demonstrado por Firsov, uma op¢do para a solu¢ido de um problema inverso € a discretizagao
da equagdo integral e a determinacio da matriz inversa, que é um tratamento numérico para se
determinar o operador inverso. Muitas vezes o sistema linear envolvido € mal-colocado e a
solucdo a partir do cdlculo da matriz inversa ndo leva a resultados aceitdveis. E portanto
necessario o conhecimento da estrutura dos subespagos vetoriais nos dominios de fe g para e
resolug@o do problema.

Antes de se introduzir alguns dos principais conceitos matemadticos, fundamentais, em
problemas inversos € interessante mostrar a metodologia geral para a solu¢do dos mesmos.

2.2 A metodologia basica utilizando problemas inversos

A primeira etapa na solucdo de um determinado problema através do processo de inversado € a
identificacdo do proprio problema cuja estrutura matemdtica que o descreve pode ser
representada pela equagdo integral linear de 1* ordem de Fredholm [7]. Isto ndo é uma
condicdo obrigatdria pois sistemas ndo lineares podem ser tratados no processo de inversao,
mas o modelo linear € o proposto neste trabalho.

Portanto, solucionar o problema reside em resolver a equagao integral de Fredholm:

b
[ Koy =g (2.2.1)

Sendo f{y) a solug¢do do problema, g(x) os dados de entrada e K(x,y) conhecido como kernel, o
modelo.

A etapa seguinte consiste em discretizar a equacao integral, e representa-la na forma:

Kf=g (222)

z 2

Esta etapa é muito importante e laboriosa pois € necessdrio o desenvolvimento de um
programa computacional que possibilite transformar a estrutura continua do problema em uma
discreta matricial.

Uma vez definida a matriz K, o modelo ¢ definido e a etapa final consiste em aplicar, por
exemplo, um dos dois métodos a saber: a decomposicido em valores singulares, SVD, ou o de
regularizagdo, dependendo da natureza do problema, para solugdo do mesmo pelo processo de
inversao.

No caso da aplicagdo do SVD, que é um dos métodos adotado nesse trabalho, pode-se utilizar
um aplicativo matemdtico adequado, o qual opere a matriz K resultante do processo de
discretizagdo decompondo a mesma em trés outras matrizes cuja andlise inversa fornece a
solug@o do problema. Na figura 2.1 € apresentado um fluxograma sobre as etapas do processo
de inversao.
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Dando seqiiéncia ao trabalho e agora seguindo as etapas mostradas no fluxograma da figura
2.1, e apenas com o intuito de demonstrar a importincia do papel desempenhado pelas
equacdes integrais na solucdo de um problema inverso, apresenta-se a seguir um breve
comentario sobre esse assunto.

2.3 Sobre equacoes integrais lineares

Uma equagao integral no sentido mais simples da palavra, é aquela que contém uma funcio
desconhecida sob o sinal de integral. Sua importincia para problemas fisicos provém do fato
de que a grande maioria das equacdes diferenciais associadas a estes problemas juntamente
com as respectivas condi¢des de fronteira, podem ser reformuladas na forma de equagdes
integrais simples.

Se a equacao integral pode ser resolvida, a complexidade matemaética envolvida é simplificada
mesmo quando o problema envolve um grande nimero de varidveis, o que ndo acontece com
as equacdes diferenciais, como por exemplo as de Laplace, que sdo consideravelmente mais
complexas ao se trabalhar com problemas em tré€s dimensdes ao invés de duas dimensdes. A
teoria das equagdes integrais também fornece uma metodologia uniforme para o estudo de
problemas de auto-valores em Fisica Matematica.

A forma mais geral de uma equacio integral é a linear de terceira ordem e tem a seguinte
estrutura:

gX)P(x)=f(x)+ A I K(x,2)¢(z)dz (2.3.1)

Nesta equacao as funcdes g(x), f{x) e K(x,z) sdo conhecidas, sendo K(x,z) denominada o kernel
ou niicleo da equacgdo integral, os limites de integracdo a e b sdo constantes ou fungdes
conhecidas de x, e 4 é uma constante ou parimetro definido. O objetivo portanto é encontrar a
funcdo ¢ desconhecida, como uma funcio da varidvel independente x.

> Os casos especiais de equacdes integrais

Quatro casos especiais provenientes da equagdo geral sdo conhecidos e amplamente estudados
[71, e sendo eles:

o FEquacdo de Fredholm de primeira espécie, g(x) = 0 e a e b constantes
o FEquacdo de Fredholm de segunda espécie, g(x) = 1 e a e b constantes
e FEquacdo de Volterra de primeira espécie, g(x) =0ea=0e b=x

® FEquacdo de Volterra de segunda espécie, g(x) =1 ea=0e b=x
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Identificacio
do problema

Formulacao
do problema

a partir da
equacao linear
de Fredholm
de 1* ordem

Discretizacao
da equacio de
Fredholm

Formulacao
do problema
como Kf=g

Aplicacio do método
de decomposicao em
valores singulares-
SVD

Aplicac¢io do método
de regularizacao de
Tikhonov

Solucao do
problema

Inversao

através da
analise dos
resultados

Figura 2.1 - Etapas do processo de inversao
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Nos quatro casos se f{(x) = 0 as equacdes sdo denominadas homogéneas e quando um ou
ambos os limites de integracdo tendem a infinito ou quando o kernel tende a infinito para um
ou mais pontos, dentro dos limites de integracdo a e b, a equagdo é denominada singular.

> Equacoes nao lineares

Embora ndo seja objetivo do presente trabalho estudar modelos fisicos onde aparecem
equacdes ndo lineares, apenas a titulo ilustrativo, pode-se mostrar uma forma na qual elas
podem ocorrer:

P(x) = f(x)+ AJ K (x,2)9" (2)dz (23.2)

> Métodos para a solugdo de equagoes integrais

Sa@o conhecidos trés importantes métodos para a solugdo de equagdes integrais; o método de
solugdo por séries de Liouville-Neumann aplicado as equagdes integrais de Fredholm de
segunda ordem, ou seja:

Ax) = fix) + A /K(x,z) Hz)dz (2.3.3)
e apds algumas consideracdes matemadticas, esta equacdo integral assume a forma,
Ax) = flx) + ASK(x,2;2) f(z)dz (2.3.4)

sendo o kernel resolvente K(x,z;A) a série de Neumann que necessariamente deve convergir,

K(x,z;0) =) V'K, (x,2) (2.3.5)

n=0

Um método mais elegante foi desenvolvido por Fredholm, também utilizando séries infinitas,
em que o resolvente € a razdo entre duas destas séries, ou seja,

K(x,z;A) = D(g’(—f{)ﬂ) (2.3.6)

sendo,

D(x,z;4) = K(x,2)+ i (_1‘) D,(x, )4 2.3.7)
n=1 n
D(A) = i (_1') DA (2.3.8)
n=0 n.
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Os coeficientes em D, e as funcdes D,(x,z), sdo determinados por relagdes de recorréncia.
Este método é exemplificado no Anexo 1 deste trabalho, para a equacio integral de Fredholm
de segunda ordem,

1
y(x)=x+ /1'[ xzy(z)dz (2.3.9)
0

O terceiro método, o de Schmidt-Hilbert, é utilizado em muitas situagdes fisicas onde o kernel
tem a propriedade de simetria, isto é, K(x,z) = K(z,x), [7,8].

24 A discretizacao das equacoes integrais

Como o presente trabalho se dedica ao estudo de problemas inversos aplicados a sistemas
lineares e em especial a modelos que podem ser representados pela equacgdo integral de
Fredholm de 1? ordem, a discretizacdo da mesma quando ndo se conhece o operador integral
inverso € fundamental. Esta discretizacdo pode ser efetuada pelo método da quadratura em
uma base retangular como descrito na referéncia [9].

Considerando a equacio de Fredholm de 1* ordem,
b
2(0) = [K(x, ) f()dy 24.1)

em que x e y sdo varidveis reais e assumem valores nos intervalos [a,b] e [cd]
respectivamente. Considerando que o dado de saida g* ¢é estimado para m valores da varidvel
X, 1sto €,

gf=g* (x=x;),e i=123...,m

e c<x; <x2 <....<x, <d, entdo a equagdo anterior pode ser escrita como,
h "
(KF)(x) = [ K0 f()dy = ¢ (x) 242)

onde Kf = Kf e corresponde 2 transformag@o linear K: R" — R™, para f em R" e K em R,

Dividindo a integragdo no intervalo [a,b] dentro de n subintervalos [ y,,y; ] e

j=12,---n,e,asy <y, <---y, < b, obtém-se a equacio,

KA =[ K o) fFddy= | K(x ) f(dy=3 K, f, 243)

J=1yj-1
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Yj
Portanto, K f;= J.K (x,,¥)f(y)dy, resolvendo a integral na varidvel y pelo método da
V-1
quadratura por retangulos, tem-se Kifi=(y;=y,.DK (x,-,y_j) f (y_j), em que
K;=0; =y, DKy ). f(y;)=f; €2y = y;+y;,. Outros métodos de integragdo tem sido
explorados como trapézio e o método de Simpson, e a maior precisdo pela menor dimensio é
obtida com o uso do método de Gauss [9].

Portanto, usando uma representacio apropriada, a equacgdo integral linear de Fredholm pode
ser colocada na forma matricial como,

Kf=g

em que,

g=(g(x,)g(xy) - g(x, )"

=) ) )"

wK(x,,y ) w,K(x;,y,) w K(x,,y,)
w K (x,, y ) w,K(x,,9,)--w,K(x,,y,)
K= : : . :

WIK(xm’yl)WZK(xm’yZ) o WnK('xm’yn)

sendo (....)T as matrizes transpostas.

As quantidades (w,,w,,---,w, ) sdo os pesos apropriados para cada método de integracdo, m é
o numero de dados de entrada e n € o tamanho da base para representacdo. Portanto tem-se
um sistema de equagdes lineares m x n. Na pratica, o método da quadratura possui algumas
dificuldades, em particular, quando tentamos refinar o resultado aumentando a base. Por outro
lado uma base muita pequena pode ser insipiente para caracterizar a transformacéo linear do
operador integral K. Quando temos m > n dizemos que o sistema & sobre-determinado e
quando m < n o sistema € chamado de sob-determinado.

Ap6s a etapa de discretizacdo e a identificacdo do operador K, inicia-se a andlise propriamente
dita do problema inverso com a aplicagdo dos métodos numéricos apropriados, porém antes é
importante esclarecer mais sobre a func¢do deste operador e da estrutura algébrica a ele
associada.
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2.5 Algebra linear em problemas inversos

Em vista da dificuldade muitas vezes encontrada na solu¢do analitica de problemas inversos, a
alternativa matematica reside na interpretacdo da estrutura algébrica do sistema em estudo e
portanto no problema bésico da dlgebra linear, ou seja, na solugdo de um sistema de equacdes
lineares que é também um problema inverso.

Em é4lgebra linear, considerdvel atencdo € dada a existéncia e unicidade das solucdes que
juntamente com a instabilidade de um problema inverso manifestada na forma de mal-
condicionamento de um sistema linear, irdo compor as condi¢des necessdrias para o
entendimento e solu¢cdo de um determinado sistema em estudo.

Sdo apresentados a seguir, em uma forma resumida, os principais conceitos envolvidos na
interpretacdo da estrutura algébrica de um problema inverso [10].

> Os quatro subespacos fundamentais

Nao serdo discutidos nesta se¢@o conceitos basicos de espagos, subespagos vetoriais, bases e
as propriedades destas estruturas algébricas tais como comutatividade, associatividade,
distributividade e outras associadas aos vetores ou func¢des correspondentes, tendo em vista
que uma ampla literatura especializada é disponivel, por exemplo, Lages Lima [11] e Leon
[12]. A preocupagdo € tdo somente apresentar os quatros subespagos fundamentais para a
solugdo do problemas através do procedimento de inversao.

Um problema direto em algebra linear, consiste em determinar a acdo de uma transformagio
linear, com bases definidas, representada por uma matriz, ou seja, dada uma matriz m xn e
um vetor f de dimensdo n, obtém-se o vetor g de dimensdo m tal que g=Kf . O problema
inverso, isto é, encontrar todas as solucdes f de Kf=g, com certeza merece mais atengdo do
que qualquer outro problema em algebra linear elementar.

Considerando o problema inverso, a solugdo f deste problema, isto é, um vetor fe R"
satisfazendo a condi¢do Kf=g ¢ K é uma matriz real m xn e g € R™ é um vetor, existe se e
somente se g encontra-se no "range" (ou nicleo) de K, isto € , no subespaco,

REK)={ge R" | Kf=g.fe K"}

De acordo com a defini¢@o da acdo da matriz K sobre o vetor f, este subespaco € exatamente o
subespaco de R™ o qual consiste de todas as combinagdes lineares dos vetores coluna de K.

A unicidade da solugdo € direcionada por um subespaco de R" associado com K, ou seja, o
espaco nulo de K, definido como,

N(K) = {fe R" | Kf=0}

A cada vetor f que pertence ao espago nulo corresponderd somente um elemento em R™ . Este
espaco €, também, conhecido como o kernel de K e se é um espaco nio vazio, o problema
poderd apresentar muitas solugdes. A existéncia desse subespago impede a inversdo do
algoritmo da matriz que ndo contribuird na solug¢do do problema.
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Os dois subespagos restantes, um pertencente a0 R" e o outro ao R™ sdo andlogos ao range e
nulo de K, e definidos para a matriz transposta K'. 0 segundo subespago de R" é o range da
transposta de K e definido como,

REK") = {fe R" | K'g=f,ge R™)

Este subespaco talvez seja o mais importante pois se f ndo pertence ao espago nulo N(K), tem

7z

de pertencer ao range da transposta REK"), implicando que este subespagco é o espaco de
solugdo de K.

O 1ltimo subespago € , naturalmente, o nulo de K" ¢ ¢ definido como,
NEKD={ge R" | KTg=0 )

A representagdo a seguir ilustra os quatro subespacos de interesse.

> As propriedades dos quatro subespagos

E importante ressaltar duas propriedades importantes dos quatro subespagos em questio, a
ortogonalidade e complementaridade dos mesmos.

Analisando o espaco R" observa-se que, se f € N(K), isto implica que as linhas de K sdo
ortogonais nos elementos do espago nulo pois, Kf = 0 e sendo as linhas de K, as colunas das
respectivas transpostas que pertencem a R(K"), conclui-se que os elementos, de N(K) sao
ortogonais assim chamados de R(K") sendo entio estes dois subespacos ortogonais entre si.
Um raciocinio andlogo explica a ortogonalidade entre os subespagos R(K) e N(K), e portanto,

N(K) L R(EK"

N(K") L RK"

Desta forma os dois subespacos em R" e em R™ sdo complementares entre si e qualquer
elemento destes espacos pode ser obtido conhecendo-se a base dos respectivos subespagos, e
pode-se representar esta complementaridade como,

R = NK) U RK")
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R™ = NEK") U RK)

Uma conseqiiéncia importante destas propriedades ¢ o conhecimento e identificacdo das
dimensdes dos espagos e subespacos envolvidos, ou seja,

dim (N(K)) + dim (R (K7)) = dim (R") =n

dim (N(K")) + dim (R (K)) = dim (R™) =m

> O posto da matriz K e a dimensdo dos quatro subespacos.

Um outro importante aspecto € a determinagdo do posto da matriz K; que consiste no nimero
f de colunas linearmente independentes de K ou seja,

Posto de (K) = dim R(K)

e que corresponde a dimensdo do range desta matriz ou melhor, a dimensio do espago coluna
de K.

O posto da matriz K pode, no maximo, ser igual ao menor valor das dimensdes de m e n, em
vista da condig¢do de independéncia linear dos vetores que compde o subespago R(K) e

R(K"). Se o posto da matriz é inferior a m ou n ela é definida como deficiente do posto ou do
contrario, de posto completo.

Complementando a secdo anterior uma vez definido o posto da matriz K e da condi¢do em
que posto de (K) = posto (K", tem-se, para as dimensdes dos espagos nulos,

dim N(K) = n - k

dim N(KN=m - k

O entendimento da estrutura algébrica dos quatros subespacos, o conhecimento das suas
propriedades de ortogonalidade e complementaridade, da dimensdo dos subespagos e do posto
da matriz K, constitui a base fundamental para a aplicacdo do método de decomposi¢do em
valores singulares-SVD na solucdo de problemas inversos.

2.6 método de decomposicao em valores singulares (SVD)

Um dos mais elegantes tratamentos matemaéticos na teoria de matrizes é a decomposicdo de
uma matriz ou forma candnica e tem sido reconhecido como centro de atencdo da algebra
linear numérica, quando o apoio computacional é utilizado para resolver uma grande
variedade de problemas.
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Um dos mais tteis procedimentos de decomposicdo é a decomposi¢do em valores singulares
[13,14], isto &, a fatoracdo da matriz K no produto UZVT, em uma matriz unitaria U, uma
matriz diagonal X'e uma outra matriz ortogonal v,

A principal razdo para a escolha deste procedimento de decomposicio, reside no fato de que
sdo geradas matrizes unitdrias tornando-a um veiculo ideal para se discutir a geometria do
espaco-n. E uma decomposicio estdvel, ou seja, pequenas perturbacdes em K correspondem a
pequenas perturbacdes em X'e inversamente. Finalmente, o cardter diagonal de X ¢ facil de se
determinar quando K estd proxima ao posto da matriz degenerada e assim a decomposi¢ao
induz para K uma 6tima aproximacdo de posto reduzido.

A determinacdo das matrizes, U e V, significa definir uma base adequada para os quatro
subespacos definidos na sec¢do anterior. As dimensdes dos subespacos sdo obtidas através do
nimero de elementos diagonais diferentes de zero na matriz X que € na realidade o posto da
matriz K.

> A solucdo de um problema através do método SVD

Como visto na se¢do anterior, a solu¢do de um problema linear pertence ao subespaco
R(K").De acordo com a decomposicdo de K, tem-se,

K=UxV" (2.6.1)
Substituindo esta equag@o na forma discretizada Kf = g,
Kf=UXV'f (2.6.2)
Ou, em fungdo de f apenas,
f=vZU" g (2.6.3)

Nesta fase processou-se a inversdo, com o sistema discretizado, utilizando-se o método SVD,
através da dependéncia explicita de f em funcdo de g , ou seja, dos dados de saida em funcio
dos dados de entrada. Isto significa que a partir dos dados experimentais de um determinado
sistema quimico ou fisico ou qualquer outro, obtém-se a informagdo de alguma propriedade
fisica , quimica e etc, deste sistema.

Avancando um pouco mais, a solugdo de f pode ser representada em uma forma mais elegante
como,

(2.6.4)

Esta equagdo é valida para qualquer situacdo e representa a solucdo geral quando se utiliza o
método de decomposi¢do em valores singulares e apresenta duas importantes propriedades:
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a) Ela minimiza a norma ||r||§ = || Kf — g”;

b) Qualquer solugdo que satisfaca a equacdo linear do tipo Kz=g tem de satisfazer a condicio
||z||§ > ||f ||§ Concluindo, a solucdo obtida através do método SVD € uma solu¢do de norma

minima.

A norma minima residual é facilmente obtida como,
n
I3 o =K —gl3 = Twle)? 265
’ i=k+1

> O ruido em sistemas mal-colocados

E comum em muitas situagdes experimentais aparecer incertezas estatisticas associadas as
medidas e outras flutuagdes inerentes ao proprio sistema de medida como ruido do
equipamento utilizado.

Sendo assim, ao se coletar os dados de entrada g, esta grandeza deve ser efetivamente
considerada para se chegar a uma solugdo mais representativa possivel da propriedade deste
sistema em estudo. Este ruido, como serd identificado aqui, deve ser introduzido ji na
equacdo de Fredholm que representa o sistema e consequentemente no processo de
discretizagdo, o que, obviamente, ird refletir na solucdo final do problema.

Se considerarmos o ruido associado com o dado de entrada, ou dado experimental, como,

Kf; =g (sem ruido)

Kfer =8+ 0g (com ruido)
E desta equagdo obtém-se,
foox=K'(g+6g)=K'g+K' 5g=f, +K' 5g
Se considerarmos que  =f;+5 — fza equagdo acima pode ser rescrita como,
Sf=K"'d5g

Deste resultado conclui-se que uma pequena perturbacdo em g pode ocasionar para matrizes
mal colocadas, uma grande perturbacio na solugdo final do problema em estudo. Associada a
solugdo obtida pelo método SVD tem-se para a perturbagio,
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Vv (2.6.6)

2.7 O método de regularizacao de Tikhonov

E apresentado a seguir um breve comentdrio sobre o método de regularizacdo para
complementar os conceitos aqui ja introduzidos em problemas inversos.

Este método foi introduzido pela primeira vez pelo matematico russo A. Tikhonov tendo em
vista a necessidade de inversdo de dados em Geofisica. O problema, como sempre € resolver a
equacdo integral de Fredholm gerando uma solucdo suave tendo em vista o mal-
condicionamento do mesmo. O termo regularizacdo, significa “remog¢do de uma
singularidade”.

Em termos matematicos, define-se um funcional da forma,

2 2

o(f)=|Kf —g|; + ALf]5 (2.7.1)
em que L é um operador (identidade, derivada primeira ou segunda) e A é um paridmetro a ser
escolhido.
Na determinagcdo da estrutura algébrica dos quatro espagos vetoriais para a solucdo do
problema pelo método SVD, é necessério identificar os espagos nulos ou regides cegas, onde
para um mesmo dado de entrada vérias solugdes sdo possiveis, o que inviabilizaria a solucdo
desse problema. Na regularizacdo a dependéncia linear entre os dados, a superposi¢do de
informacao, pode ser restringida se adicionarmos uma informagéo extra ao problema de forma

a remover o mal-condicionamento, ou seja, remover o problema mal colocado.

Assim o procedimento neste caso reside em resolver,
. 2
m1n||Kf - g||2
i
com a restri¢do de que,
2 2
|ty <o

sendo O uma constante positiva. O pardmetro A é conhecido como o pardmetro de
regularizagdo e com esta restricao pode-se resolver o problema como,

min{|Kf — g[5 + ALL(F) - 521)
f



28/106

2
/\ ’ 2 n 2
L(f)=ap|f - f +a1Hf H2+a2Hf “2 (2.7.2)
2

A
sendo os valores dos a;s iguais a 0 ou 1. A quantidade f ¢é uma funcdo que semelhante a

solugdo procurada e ff”’ representam as derivadas primeira e segunda da fungéo f. Estas duas
ultimas condigdes sdo impostas para suavizar a solugdo do problema.

A
A primeira restricdo, o minimo ||f — f| é ponto central do método de regularizagdo, pois

depende do conhecimento prévio sobre as caracteristicas do sistema quimico ou fisico em
estudo, o conhecimento dos dados a serem invertidos. Por exemplo, suponhamos que estamos
interessados em estimar o potencial de interagdo no sistema Ar-Cl, e que conhecemos este

A
potencial para o sistema He-Cl, , ou seja, nossa primeira tentativa € considerar o valor de f

como sendo inicialmente o valor conhecido para o sistema He-Cl, He-Cl,.

“E portanto importante salientar que o desenvolvimento puramente matemdtico em
problemas inversos é de pouca utilidade sem o papel do especialista na drea em que se estd
trabalhando com inversdo” .
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3 APLICACAO DA ANALISE LINEAR EM_PROBLEMAS INVERSOS AO
ESTUDO DO ESPECTRO DE ANIQUILACAO DE POSITRONS

O estudo da radiacdo produzida pela aniquilacdo de um pdsitron com um elétron é um
importante meio de se entender tanto as propriedades desta particula como investigar as
propriedades do ambiente localizado ao seu redor. A aniquilagdo pode ocorrer entre pdsitrons
livres e elétrons ou entre particulas no estado ligado, como positronio ( Ps ).

O positronio pode se apresentar em dois diferentes estados de spin , S=0 e S=/, com
substancial diferenca em seus tempos de vida, 0,125 ns ( para-Ps ) e 140 ns ( orto-Ps ), estados
singleto e tripleto, respectivamente. A diferenca entre estes dois tempos pode ser explicada
pela lei da conservagdo de momento angular sendo que o estado singleto aniquila-se dando
origem dois fétons e os estado tripleto a trés fotons.

No entanto, estes tempos podem ser alterados conforme o tipo de ambiente em que a particula
Ps se encontra. Esta caracteristica € de fundamental importincia para o estudo de estrutura de
diversos materiais quando se utiliza a técnica de espectroscopia de aniquilagdo de pdsitrons.

Ainda neste contexto, o tempo de vida do positrénio é reduzido, quando comparado a seu
valor intriseco, por algumas reacdes que podem ser classificadas em trés grupos principais
[15]:

» Aniquilagdo “pick off”;
» Conservagao de spin;
» Reagdes quimicas ( de oxidacdo, complexagao e substitui¢ao).

Apesar dos tempos de vida de aniquilagdo serem muito pequenos para a escala humana, eles
sdo grandes o suficiente para que estas particulas possam visitar uma extensa regido do
ambiente em estudo e perceber a sua estrutura atdmica e eletronica. Sendo assim, ndo é de
surpreender que, atualmente, a aplica¢do da técnica de espectroscopia de pdsitron estende-se
desde estudos avancados em fisica do estado solido até o setor industrial na drea de tecnologia
de materiais [16].

A andlise do espectro de tempo de vida do pdsitron, apresenta no entanto, algumas
dificuldades associadas ao ruido de dados experimentais e a resolucdo do equipamento
utilizado, quando nos estudos de sistemas com estruturas bem heterogéneas, tais como,
s6lidos amorfos, compdsitos, cristais liquidos, polimeros e macromoléculas bioldgicas. Os
espectros sdo consideravelmente mais complexos com tempos de vida distribuidos em uma
gama de valores que representam diferentes ambientes nos quais as aniquilacdes ocorrem.

Para uma situag@o ideal nestes casos, ndo considerando no momento a resolucao do aparelho,
o numero de eventos de aniquilagdo em um tempo ¢ € registrado em um sistema analisador
multicanal como,

(t) = j Aae ™ dA =L[ia(D)] G.1)
0
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Sendo c¢(t) simplesmente a transformada de Laplace de A A) em que fA) é a funcdo
densidade de probabilidade da velocidade de aniquilagdo. A solucdo da equagdo 3.1 é um
problema até certo ponto complicado e requer algumas aproximacdes para a determinagdo de
Aa(A) tais como, a simples inversdo da transformada de Laplace, ou as alternativas sugeridas
por Schrader[17] que emprega a expansdo da transformada em autofuncdes ou por
Provencher[18,19] que utiliza o programa computacional CONTIN.

A inversdo do espectro do pésitron é um problema mal-colocado e pode ser modelado através
da equacdo integral de Fredholm de 1* ordem e discretizada na forma matricial Kf =c¢ sendo
K a matriz que representa o kernel da equacdo integral, f a funcdo densidade obtida por
inversdo e ¢ representa os dados experimentais . Visando a determinacgdo da fun¢do densidade,
foram desenvolvidos, alguns trabalhos [20-24] baseados na andlise linear através de
problemas inversos onde sdo tratados dados tedricos, retirados da literatura especializada
[25,26], para a proteina lisozima em agua. Considerando o processo de inversdo dos dados, a
funcdo densidade foi obtida a partir da aplicacdo das redes de Hopfield [20] sem ruido e da
aplicagdo do método de decomposi¢do em valores singulares — SVD, sem ruido e com ruido
utilizando-se um filtro de regularizagdo de Thikonov. Em ambos os casos, a metodologia se
mostrou bem precisa.

3.1 Estudo do espectro do positronio — analise de dados tedricos

Um exemplo de aplicacdo de todos os conceitos apresentados até agora € apresentado a seguir
e faz parte do primeiro sistema estudado neste trabalho dentro do escopo de estudos de
problemas inversos com a utilizagdo dos métodos de decomposicdo em valores singulares,
SVD, e de regularizacdo de Tikhonov. Trata-se da inversdo de dados, simulados, para andlise
do espectro de tempo de vida de aniquilacdo do positronio

Neste trabalho a inversdo € realizada com e sem ruido, sendo no segundo caso utilizado,
também, o método de regularizacdo de Tikhonov adotando-se o critério da “curva L”. Como
ja foi mencionado anteriormente, o efeito do ruido nos dados de entrada reflete uma
aproximacao para a inversdo de dados reais obtidos em laboratdrio.

A contagem resultante do processo de aniquilagdo pode ser representada pela equacéo,

Imax 2 2
ct)y= | (aje~ D=0 | @2 (In(D)=02)" =t 5 G.1.1)

0

Sendo c¢(t) a taxa de contagem de aniquilacdo, a; , & e ©; sdo constantes escolhidas para
reproduzir os dados de aniquilagdo do poésitron e A € a constante de velocidade para cada
processo de aniquilagdo.

N

Esta equacdo pode ser comparada a equagdo integral de Fredholm de 1* ordem e
consequentemente discretizada na forma Kf = ¢, sendo a matriz K que representa o kernel

A , 0 vetor f € a funcdo densidade f{4), ¢ é a contagem de

desta equacdo dada por K(t,A)=¢"
aniquilacdo do positrénio, a(A) é a probabilidade da taxa de aniquilagdo e 4 o inverso da

meia vida das espécies sob consideracdo. A fun¢do densidade de acordo com a equagéo para ¢
¢ dada por,
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FO) = e~ A=0D? | —ar(n(A)-02)? (3.12)

A fungido f{4) foi ajustada para o espectro do positronio de acordo com a referéncia [20], € os
dados de aniquilagdo foram selecionados para a lisozima em &4gua segundo esta mesma
referéncia. Os valores para as constantes sdo: a; = 0,42250, a, = 1,57270, o4 = 11,6951, o, =
12,0688, o7 = -0,57710 e 0, = 0,93530. Para o problema direto, os valores tedricos obtidos
para os A, dos dois picos espectrais e as respectivas dreas foram: A4; = 0,5250 ns’! , A =
2,5375ns", A =5,6835% e A = 94,3165%.

As etapas subseqiientes resultam da comparag¢do da func¢do densidade obtida através de f{(4,)
representada pela equagdo anterior, o problema direto, com esta fungdo obtida pelos dois
métodos de inversdo a partir da equacao para c(¢) com e sem ruido.

» A solucdo do problema através do método SVD

A través do método de decomposi¢do, uma vez obtida a matriz K apds a discretizagdo, a
fatoracdo da mesma em K = UZv" como etapa bdsica para estabelecimento da estrutura
algébrica e conhecimento dos quatro subespagos fundamentais a fungdo densidade pode ser
escrita como visto anteriormente, equacao 2.6.4, na forma,

f=3 - v (3.1.3)

Utilizando-se o aplicativo matemdtico MATLAB para a solucéo de f(A) e considerando-se
m=30 para Ke R™" obteve-se um erro residual razodvel de ||Kf —c||§ = 7,884><10_4, 0 que

sugere que esta dimensdo representa os dados adequadamente. Obteve-se na expansio da série
em f ,para o n° de vetores linearmente independentes em ujT e vj, para k = posto de K = 17,
uma excelente concordancia para os resultados esperados, sem considerar o ruido, como é
apresentado na figura 3.1.

15

[ts]

05 |

Figura 3.1 — Comparacao da funcao densidade exata
com a funcao invertida pelo método SVD sem ruido.
Invertido *****, Exato
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Nesta figura onde sdo plotados os dados exatos para f{4) e os obtidos por inversio, observa-se
excelente concordancia para os valores méaximos de A e para as dreas dos picos espectrais,
como apresentado na tabela 3.1.

Tabela 3.1 — Resultados obtidos para An,.x € areas A; dos picos espectrais

f(A) Mmax(NS”)  Aemax(ns™) A+(%) Ax(%)
Problema direto 0,5250 2,538 5,684 94,32
Problema inverso 0,5833 2,583 5,684 94,32

» A solugcdo do problema com o filtro de Tikhonov

Os resultados obtidos aplicando-se 0 método SVD sem o ruido, nem sempre refletem a
realidade de um experimento de laboratorio, e sendo assim o mesmo deve ser introduzido para
se testar o método.

Para o caso do positronio, o ruido considerado € o de background das medidas de c(?), e segue
a distribui¢do de Poisson. A figura 3.2 apresenta o espectro de aniquilagdo para 30 medidas
com e sem ruido. Nesse presente trabalho considerou-se um ruido de aproximadamente 10%
em c(t).

25000

20000 £ -

15000 | 1
i

10000 F B

8000 - # 5

Figura 3.2 — Espectro de tempo de vida de aniquilagcao
de positronio simulado para 30 medidas, sem ruido (—)
com ruido (¢) (contagem X tempo)

A alteragdo na solucdo de f{4) é portanto ¢ = fruwo - f € , como ja visto anteriormente , €
fornecido por,

of= % — (.1.4)
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A inversdo com ruido aplicando-se o método SVD, somente, faz com que resultados de f{1)
negativos apare¢am, sem significado fisico, figura 3.3, o que obriga a utilizagdo da restricdo
fAA) = fIA) se fld) 20 e fiA) =0. Neste caso o filtro (filtro 01) utilizado foi,

1= j<k
81705 j>k
A solug@o para f € entdo,
Kk ube
f = Z g] —Vj (3.1.5)
j=t 9

Esse filtro no entanto, trunca a série em f, em algum valor 6timo para k, ou seja, faz g; tender
abruptamente para zero, figura 3.4. Apesar disto, observa-se uma melhoria nos resultados
conforme apresentado na tabela 3.2

15 ¢ q

£
%

05 | ¥ s 1

Figura 3.3 — Comparacao da funcao densidade
exata com a funcao invertida pelo método SVD
com ruido em c(t).

Tabela 3.2 — Resultados obtidos para An.x € areas A; dos picos espectrais — filtro 01

f("') 7\'1 rnax(ns-1) 7\42max(nsq) A1 (%) A2(%)
Problema direto 0,5250 2,538 5,684 94,32
Problema
inverso com 0,2500 2,583 6,150 93,85

ruido e filtro
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Figura 3.4 — Fator de regularizacao

A melhor concordancia entre dados acontece quando se introduz na série em f o filtro (filtro
02)para a regularizacdo de Tikhonov [27]. Este filtro suaviza o truncamento da série em f
considerando alguns termos antes negligenciados, figura 3.5, e é representado por,

(3.1.6)

08 r 1

gft)

04 |- 1

02 - q

Figura 3.5 — Fator de regularizacdao para o valor
6timo de n.

O parametro 77 da equacgdo para o filtro de Tikhonov, influencia no estabelecimento das
2 . 2 . o
normas da solucgdo ”CUHQ e residual “Kf - cn“z e o procedimento para a sua determinagado é

utilizar a curva [28] L, figura 3.6. Através do cdlculo destas duas normas, obtém-se o valor
6timo para 77 definido no joelho da curva e no presente trabalho igual a 9,6x 10°. Este ponto
reflete o menor valor possivel para as duas normas. Com esta restricdo, os resultados de
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inversdo se ajustaram melhor aos valores exatos, conforme apresentado na tabela 3.3 e figura
3.7.

Tabela 3.3 — Resultados obtidos para A, € areas A; dos picos espectrais — filtro 02

f(A) Mmax(nS")  Aamax(ns™) Ai(%) Ay(%)
Problema direto 0,5250 2,538 5,684 94,32
Problema
inverso com 0,4167 2,418 7,078 92,92

ruido e filtro

44 I L
—1.1 =11 -4 -1

Figura 3.6 — Curva L para a determinagao do
valor 6timo de 1 (log da norma da solugéo X
log da norma do erro residual).
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Figura 3.7 — Comparacao da funcao densidade
exata com a funcao invertida pelo método SVD
com ruido em c(t) e com o filtro .
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> Anadlise dos resultados

Neste trabalho ficou evidente que o tratamento ideal para a andlise do espectro simulado do
positron desvia moderadamente da situacdo real, quando se considera a flutua¢do nas
medidas, que podem representar condi¢des experimentais. Porém, tratamentos matemdticos e
a utilizacdo de restri¢des, baseadas em um conhecimento fisico prévio do problema auxiliam
em muito na sua solucd@o. A tabela 3.4 apresenta uma visao geral dos dados obtidos.

Tabela 3.4 — Consolida¢do dos dados obtidos para os trés tratamentos de inversao

f(A) Mmax(ns™) Aomax(ns™) Ay(%) Ay(%)
Problema direto 0,5250 2,538 5,684 94,32
Problema inverso  , 5gq4 2583 5684 94,32
sem ruido
Problema inverso 554 2,583 6,150 93,85

com ruido e filtro

Problema inverso

, . 0,4167 2,418 7,078 92,92
com ruido e filtro

3.2 Estudo do espectro do positronio — analise de dados experimentais

Com o propdsito de se analisar um caso real, o processo de inversao € tratado pelo método
SVD considerando-se a presenga de ruido e a resolucdo do equipamento em dados
experimentais coletados para a aniquilacio de pdsitrons no complexo cristalino
dipivaloilmetanoato de aluminio, Al(dpm)s [22].

Considerando-se o decaimento para os estados singleto , tripleto e pdsitron livre,

3
ct)=) e P(4) (3.2.1)

i=1

sendo A; a constante de velocidade para cada um dos processos de decaimento e P(/4;) as
respectivas probabilidades.

Para uma distribuicdo continua da meia vida e com uma densidade de probabilidade
f(A)=P(A)/dA, o modelo que melhor representa o sistema €,

J K(t,A)f(A)dA = c(t) (3.2.2)
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Novamente, para um dado K(z,A) o célculo de c¢(z) a partir de f{A) representa um problema
direto, enquanto que o caso oposto caracteriza o problema inverso. Mais uma vez, diversas
solucdes sdo possiveis para o problema inverso desde que qualquer fung¢do da espécie

b
fiA)+g(A), com '[K (t,4)g(A)dA =0 é também uma solu¢do do problema. Este cariter de
multiplicidade de solucdes € suficiente para classificd-lo como um problema mal colocado.

Seguindo a conceituacdo de Hadamard, neste caso o célculo da funcido densidade a partir da
taxa de aniquilacdo experimental pode ndo existir e geralmente ndo é uma funcdo continua
dos dados. Para solucionar este problema ¢é utilizado novamente o método SVD conforme a
secdo anterior.

» A decomposicdo em valores singulares

A equagdo 3.2.2, pode ser escrita na forma vetorial Kf=c. Os intervalos caracteristicos para o
tempo te 7= 1/Asdo 0<t<30,e 0<7,em nanosegundos.

Visto que o kernel é uma funcio de decaimento destas varidveis, os elementos da matriz K
tendem para zero. Em outras palavras, se o tamanho estabelecido para a base para f e 7,
definidos respectivamente como m e n, sdo iguais o determinante de K aproxima-se de zero.

Portanto, o erro experimental em c¢(?) sera amplificado ao se considerar f = K¢ e, também,
o espectro de autovalores de K, para matrizes quadradas, decai lentamente para zero o que
implica na existéncia de espaco nulo. Como demonstrado no capitulo 2, também no presente
caso, pode-se representar os dois espacos vetoriais R™ e R" divididos em dois subespagos
cada, ou seja, o “range de K (niicleo de K) expresso por R(K) em R™, o espago nulo de K
expresso por N(K) em R" e os subespagos definidos pela transposta de K, K", sendo R(K") em
R"e N(K') em R™.

Aplicando-se a decomposicio K=UX V", sendo Ue R™", Y e R™ ¢ Ve R™™. As

matrizes, U e V sdo ortogonais e a matriz ¥ € diagonal com elementos positivos, G; em ordem
diagonal decrescente. Estes elementos sdo singulares, porém, as matrizes, U e V ndo sdo. A
solucdo do problema € da forma,

f= 1y, (3.2.3)

sendo uj e v;j , respectivamente, as j-€simas colunas das matrizes Ue V.

Esta solugdo apresenta duas caracteristicas importantes:

> Ela minimiza ||Kf —c||; ;

» A solugdo através do método SVD é uma solu¢do de norma minima.

Entretanto, como na andlise tedrica do espectro do pdsitron, o problema ndo é considerado

completamente resolvido, visto que considerando erros em ¢, um ponto deve ser escolhido
para interromper a série em 3.2.3.



38/106

> Andlise dos resultados

Para estudar o espectro de tempo de vida de aniquilacdo de poésitrons para o complexo
Al(dpm)s, foram realizadas medidas para 600 canais, com uma janela de 0,0456 ns e para
300.000 contagens. O espectro experimental ¢ mostrado na figura 3.8. Como uma primeira
andlise deste espectro € possivel utilizar uma escala logaritimica em uma tentativa de mostrar
a contribuicdo de cada processo de aniquilagdao do pésitron

20000.0

15000.0 B

¢, 100000 | 1

5000.0 B

0.0 :
0.0 10.0 20.0 30.0

t/ns

Figura 3.8. Espectro de tempo de vida para de aniquilagao
para Al(dpm)s,contagens versus tempo

Este procedimento apresenta a inconveniéncia de assumir a independéncia das meias vidas
das espécies positronicas e, também, negligenciar a resolugdo do equipamento. Embora uma
informacao preliminar possa ser obtida por este procedimento, € mais conveniente reescrever
o problema original, equacdo 3.2.2, levando em consideracdo a resolu¢do do equipamento de
medida. Isto € feito pela redefinicdo do kernel como,

(t—1)dt' (3.2.4)

res

K*(t,7) = j K(t,7)R
0

, )

sendo R, = Zl . " . Aresolu¢do do equipamento introduz uma nova escala de tempo
i=1

através do deslocamento da origem do tempo. Os dados necessdrios para definir esta
resolucdo sdo mostrados na tabela 3.5. O novo kernel transforma o problema original em,

b
j K*(t, ) f(AD)dA=c,, (1) (3.2.5)

a
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Tabela 3.5- Parametros da funcao resolucao

Constantes i=1 j=2 =3
s% 0,1423 0,2098 0,1091
I 0,4767 11,45 0,4088
tf 0,000 -0,009 -0,018

Para o presente estudo, a escala de tempo desloca-se para a esquerda, equivalente a 4 canais.
Naequacdo 3.2.5a=0nseb=2,5ns.

Para se calcular a fun¢do densidade de probabilidade, as dimensdes dos subespagos R™ e R"
devem ser determinadas. A dimensdo de R™ é dada pelo nimero de dados experimentais
disponiveis enquanto a de R" serd definida pelo critério de convergéncia. O valor de n, foi

escolhido tal que ||Kf —c||§5 107, e corresponde a n = 60. O valor de m = 500 fornece uma

boa representacdo dos dados experimentais. Logo, a dimensao de K serd 500 60.

O efeito do erro experimental sobre a funcdo densidade é convenientemente analisado pelo
método SVD. Se o ruido é expresso por d(t), ou seja, para o problema linear o espectro
experimental é ¢(t) + (1) e a fungdo densidade calculada serd f(4) + §f(A). A partir de 3.2.3
pode ser definido,

5o " ).

v, (3.2.6)

=1 O

Quando & € N(K') a solug¢do ndo apresenta perturbagdo e ujT.é'c =0. Esta ndo ¢ a situacdo

real, tendo em vista que o ruido apresenta um comportamento aleatério. A equagdo 3.2.6
informa, também, uma importante conexdo entre as propriedades do kernel e a solucgdo
calculada. Os valores singulares da representacdo do kernel sdo fun¢des de decaimento do
indice da matriz singular. Os primeiros cinco valores singulares sdo apresentados na tabela
3.6.

Apds o sétimo ou oitavo valor estas quantidades tornam-se cada vez menores e portanto nao
irdo contribuir de forma significativa no espaco das solugdes. Na realidade isto ird definir o
inicio da formacdo do espago nulo. O posto efetivo neste caso € igual a 8§ como mostrado
nesta tabela 3.6.

A relacdo entre o valor singular maximo G, € 0 menor valor singular G, que € a condicio
da matriz, cond(K), é usada para se medir o quanto o ruido pode ser amplificado. No presente

caso, cond(K)=4,7412x10", o que significa que mesmo o ruido do background durante as
medidas pode ser muito amplificado.
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Tabela 3.6 — Valores singulares em fungéo do indice da matriz

Indice Valor singular Percentagem’
1 3,122(-1) 65,93
2 1,068(-1) 22,55
3 3,686(-2) 7,784
4 1.222(-2) 2,579
5 3,852(-3) 8,133(-1)
6 1,172(-3) 2,476(-1)
7 3,330(-4) 7,031(-2)
8 7,811(-5) 1,649(-2)
9 1,380(-5) 2,914(-3)
10 1,800(-6) 3,801(-4)
11 1,744(-7) 3,682(-5)

(*) Valores entre paréntesis sao poténcias de 10.

Esta situacdo explica porque os métodos tradicionais, tais como a eliminagcdo Gaussiana, nao
podem ser utilizados para o cédlculo da fun¢do densidade a partir do espectro de aniquilacio
sem que de alguma forma uma condi¢@o extra, tenha que ser informada. O célculo da base e
o controle da dimensdo dos 04 subespacos é uma restricio adequada para solucionar o
problema.

O algoritmo utilizado para se calcular as bases u; e vj, para j = I,2,.....,n € descrito na
referéncia [12]. Foi efetuado o cdlculo direto da funcdo densidade, utilizando-se as equacdes

3.2.5 e 3.2.3 e uma passagem suave do espaco solu¢do para o espaco nulo é realizada
2

i

introduzindo-se o fator filtro f, = . Isto define , também, uma dimensao efetiva para

ol +1’

cada subespago além da consideracdo dos valores singulares. O pardmetro de regularizacio
6timo obtido através da utilizacdo da curva L [28] é 77* =9x107°.

Os resultados sdo melhorados pelo truncamento da decomposicdo em alguns valores das
bases. O posto do kernel, ou seja, o nimero de valores singulares diferentes de zero, para a
representacdo descrita anteriormente € 33. Se o problema é resolvido sem o fator filtro,
truncando-se em k = posto(K)= 6, ndo se obtém resultado com significado fisico. Na
presenca do filtro o posto poderia ser movido para 8, ou valores maiores ji que os resultados
sdo multiplicados por uma funcido de decaimento. Portanto o problema é mal colocado visto
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que o posto(K) = 33 para uma matriz com dimensdo de 500X60 e conseqiientemente a
dimensao do espago nulo, dim N(K) = 27.

O espectro da fun¢@o densidade de probabilidade, obtido a partir das consideracdes anteriores
¢ apresentado na figura 3.9, onde estdo identificadas as trés espécies positronicas. Em 0,1042
ns identifica-se o para-positronio (p-Ps), em 0,3542 ns o pdsitron livre em em 1,3958 ns o
orto-positronio (0-Ps). Estes valores foram considerados para o maximo da fun¢do densidade
e apresentam uma razodavel concordincia com os valores citados na literatura [29],
respectivamente, 0,12 ns, 0,4 ns e 1,50 ns. O outro fator importante, a drea sob os picos,
obteve-se, respectivamente para p-Ps, positron livre e o-Ps, 13%, 32% e 55%, sendo os da
literatura, 21%, 33% e 46%.

05 B

T/ns

Figura 3.9. Funcao densidade invertida a partir dos
dados de aniquilacao.
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4 O SISTEMA LiQUIDO

O estudo de sistemas liquidos em quimica tem papel relevante em muitas aplicacdes em
ciéncia. Muitos dos experimentos realizados baseiam-se em propriedades termodinamicas, as
quais freqiientemente sdo associadas a modelos tedricos, tendo em vista as limitagdes praticas
em se visualizar diretamente os comportamentos atdmico e molecular.

Diferentes teorias sdo propostas, cada uma procurando melhorar a interpretacdo desses
sistemas e, com o advento dos recursos de informética, avancos significativos foram
alcangados.

O estado liquido [30,31] € uma situacdo intermedidria entre o estado gasoso e o sélido. O
estado gasoso € caracterizado por um comportamento totalmente aleatério, onde as distancias
intermoleculares sdo grandes, o que possibilita muitas vezes se fazer aproximagdes a partir
das propriedades do géds ideal, prevalecendo energias de interagdo fracas ou praticamente
nulas. O estado s6lido, ao contrério, é caracterizado por um comportamento organizado onde
atomos ocupam posi¢cdes bem definidas em uma rede tridimensional.

Obviamente que sistemas ideais s@0 uma boa aproximacgdo, tanto para gases quanto para
solidos, porém o desvio dessa condigdo comega a aparecer quando os dois estados extremos
convergem para o estado liquido, ou seja, respectivamente, quando atomos ou moléculas se
aproximam e quando redes cristalinas sdo desfeitas.

Nos sistemas gasosos, considerando a aproximacdo ideal, temperaturas elevadas e baixas
densidades, as moléculas movem-se de forma independente e as interagdes sio
negligencidveis. A energia do gas € simplesmente a soma das energias individuais das
moléculas, ou seja, suas energias internas mais as energias cinéticas translacionais e nao
existe energia potencial intermolecular. A funcio de parti¢do para tal sistema é [31]:

3
Y _(2mmkT %
F= N ,sendo f = i Vi

sendo F' a funcdo de particdo grande candnica, f a funcdo de particdo candnica para a
molécula, N o nimero de moléculas presentes e da mesma espécie, m a massa da molécula, V
o volume do sistema, k a constante de Boltzman, % a constante de Planck e T a temperatura
absoluta.

A partir desta funcdo, as propriedades de equilibrio do gds podem ser facilmente obtidas.

O solido ou cristal ideal, contrariamente, apresenta uma natureza mais organizada, com
energia cinética translacional negligencidvel. Os dtomos, moléculas ou fons vibram ao redor
de suas posi¢des de equilibrio mantendo, respectivamente, fortes interagdes atdmicas,
moleculares ou idnicas.

E possivel, também, definir uma fungio de parti¢io para sélidos [31]:
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e_h%kT

—hv,
(l—e "Tj

F=f" sendo f =

Sendo hv a energia vibracional.

Da mesma forma a partir desta fungéo, as propriedades termodinamicas de tal sistema podem
ser obtidas.

E devido a essas duas situagdes extremas, o perfeito caos e a perfeita ordem, que é possivel
realizar de forma relativamente simples alguns tratamentos ou modelagens matematicas para a
obtencdo das propriedades termodindmicas desses sistemas.

A situacdo em liquidos, no entanto, € mais complexa. A existéncia de forcas coesivas
suficientemente fortes para manter um sistema condensado, porém nao suficientemente fortes
para impedir o movimento translacional das moléculas é o que torna este sistema uma
situacdo a parte.

Os movimentos térmicos introduzem a desordem no liquido, sem destruir completamente a
regularidade de sua estrutura. Por exemplo, as moléculas de dgua, a temperatura ambiente,
formam verdadeiros "icebergs", que chegam a competir no processo de solvatacido de ions
[32].

O propésito de uma teoria para liquidos reside em se entender a transi¢c@o entre as fases gés-
liquido, sélido-liquido e relacionar as propriedades termodinidmicas, estabilidade e estrutura
dos liquidos com as dimensdes e formas das moléculas e as forcas que atuam entre elas.

As principais teorias desenvolvidas para interpretar o comportamento do estado liquido sdo
[30]:

. A aproximagdo de van der Waals que é equivalente ao modelo de Bragg-Williams para
gases em estrutura de redes;

. as teorias de células e de buracos;

. o método de distribuicdo radial, que segue a mesma linha do modelo de "ion central”,
proposto por Debye & Hiickel [33].
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5 SOBRE ALGUMAS PROPRIEDADES TERMODINAMICAS EM SISTEMAS
LIQUIDOS

Antes de iniciar a aplicacdo das técnicas de inversdo para determinar o potencial de interacio
em misturas liquidas € importante apresentar uma breve revisdo de algumas propriedades
termodindmicas utilizadas como dados de entrada na solucio dos problemas.

5.1 A pressao osmotica em um sistema liquido do ponto de vista classico

7

A pressdo osmdtica é uma propriedade coligativa e freqiientemente utilizada para a
determinagcdo da massa molecular de macromoléculas e polimeros. Baseia-se no fendmeno
conhecido por osmose, o qual consiste no processo de difusdo seletiva através de membranas
semipermedveis [34].

H
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£+ hancs k:.l £+ Ligas
E A B+l

Figura 5.1 — Célula para a medicédo da
pressdo osmotica

Para entender o principio da osmose considere-se o experimento representado na figura 5.1
desta secdo, a qual consiste de dois compartimentos separados por uma membrana
semipermedvel que permite a passagem ao solvente B porém impermedvel ao soluto A.

Nesta figura 6.1 , dois tubos capilares podem medir a diferenca de pressdo entre as duas
camaras. Adicionando-se o soluto A ao compartimento do lado direito da célula, o potencial
quimico do solvente B (no lado direito) diminui, acarretando entdo uma difusio espontanea de
B para o compartimento do lado direito. O fluxo continua até ser atingida uma diferenga de
pressdo 7, correspondente ao desnivel nos dois tubos capilares, quando entdo o equilibrio é
restabelecido, ou seja, o potencial quimico do solvente é igualado em ambos os lados da
membrana.

No inicio do experimento, os dois compartimentos contém apenas o solvente B e, para os
potenciais quimicos, tem-se:

uyt =yt =g (.1.1)

sendo ,uo 8, 0 potencial quimico do solvente B.
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A reducdo do potencial de B ocorre, quando se adiciona A no compartimento direito da
célula, ou seja,

Wy > s =4y +RTInx, (5.1.2)

Da equacdo fundamental, dG=-SdT+Vdp, para o potencial quimico e volume molar a
temperatura constante, tem-se, para a elevacao de ,zfl p no compartimento direito da célula,

(aﬂ—BJ =V, =V, (5.13)
P ),

Em solugdes ideais, o volume molar parcial € o volume molar do solvente puro e portanto a
mudanga no potencial quimico devido a diferenca de pressdo € dada por,

+7T -
A =jp Vedp=Virx (5.1.4)
p

Conseqiientemente, quando o equilibrio € restaurado, o potencial quimico extra, equacdo 5.1.
4, devido a diferenca de pressao € adicionado ao potencial quimico de B na solugéo, tal que,

Wy =us =u,+RTInx, +7zV_l;’ (5.1.5)

ou,

nV; ==RTInx, (5.1.6)

A equagdo 5.1.6 € a relacdo entre a pressdo osmotica e a fracdo do solvente na solugdo e
implica, também, em admitir que a solucdo ¢ ideal e que o solvente é incompressivel.

Considerando a concentra¢@o do soluto como, Inx, =In(l1-x,), quando se trata de solugdes
diluidas, x, <<<1 e que o termo logaritmico pode ser expandido na série,

In(l-x,) =Y -4 (5.1.7)

|
m=l1 m:

Considerando-se somente o primeiro termo da série, obtém-se,

n n
Inl-x,)=-x, =—2*—=—4 (5.1.8)
nA+nB I’lB

admitindo-se que n, <<<n,, para a solu¢do diluida. Portanto, a equacdo 5.1.6 pode ser
simplificada como,
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R
=" (5.1.9)
ngVy

Sendo V =n,V,; +n,V, e considerando uma solucdo diluida, tal que, n4 é muito pequeno e,

portanto, V = n,V, tem-se,
T=n, R%:cRT (5.1.10)

sendo ¢ a concentragdo molar do soluto. A equagao 5.1.10 € conhecida como a equacgdo de
van’t Hoff para a pressdo osmotica.

O processo de osmose ¢ muito utilizado em tecnologia como um processo de purificagdo ou
de recuperagdo, pois permite a separacio de espécies quimicas de diferentes tamanhos. E o
caso, por exemplo, da separacdo de proteinas de suas solucdes salinas utilizando-se
membranas de celulose com poros da ordem de 1000 daltons em processo conhecido como
didlise.

5.2 A pressao osmotica do ponto de vista molecular

Para se obter a pressdo osmoética desenvolvida em um determinado sistema liquido partindo-
se do nivel molecular, pode-se partir da andlise de um sistema bindrio composto de moléculas
de mesmo tamanho, através de conceitos da mecénica estatistica. Esta aproximacao resulta em
volumes moleculares semelhantes e simplifica a andlise das interagdes entre particulas em
solucdo [35].

Para uma mistura bindria de gases ideais, partindo-se da funcio de particdo do sistema, tem-
se,

(5.2.1)

N, N.
3 ! 3 2
Fe {( 27rm1kT)AVe:l |:( ansz)AVe]

N, N,

onde os termos entre colchetes sdo as funcdes de particdo candnicas para as moléculas 1 e 2,
V o volume da mistura contendo ~, +~, =~ moléculas, e a base do logaritimo neperiano e / a
constante de Plank. A pressdo do sistema sendo dada, portanto, por,

 (dnF _(N\KT /), (NokT
"_kT( av J _( A}( 4
T.N,.N,

(5.2.2)
podendo ser reescrita na forma,

V=(N,+N,) (5.2.3)
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sendo v o volume médio que uma das moléculas de ambos os componentes pode ocupar e
sendo a lei de Dalton descrita pela equacgéo 5.2.3.

Nesta linha de raciocinio, a situagdo pode ser estendida para solugdes liquidas ideais onde o
potencial quimico para uma determinada espécie pura i é dado por,

M= —len(%) (5.2.4)

sendo f; a func@o de particdo candnica do componente puro i, € x; a sua fracdio molar. A
equacgdo 5.2.4 pode ser rearranjada na forma,

4, =—kTn f, + kT Inx; = 4, + kT In x, (5.2.5)

a qual é necesséria para a derivacdo da lei empirica de Raoult. A aplicacdo desta equagdo é
muito limitada pois ndo considera aspectos de interacdo entre os componentes da mistura ou
solucio.

Para se interpretar um sistema real é necessario introduzir nas propriedades termodinamicas
envolvidas a presenca do potencial de interacdo entre os componentes da solucdo. Assim
sendo, € apresentado a seguir um tratamento, como primeira aproximacao, considerando-se a
estrutura de uma solug@o composta de particulas discretas e a aplicagdo da teoria de van Laar
[35] para a derivacdo da pressdo osmdtica.

5.3 A energia potencial em solucdes binarias de moléculas de dimensoes
semelhantes

Para se definir a energia potencial em uma solucdo composta por duas espécies de moléculas
de dimensdes semelhantes, o primeiro passo consiste em abordar o problema do ponto de
vista estatistico, ou seja, com uma distribui¢@o aleatéria das espécies interativas, resultante da
contribuicdo de todas as energias de intera¢do destas moléculas, em uma configuracio
estitica, excetuando-se a influéncia de moléculas muito afastadas, para efeito de
simplificacdo.

Considerando o modelo onde ¢ moléculas estio distribuidas em torno de cada espécie do tipo

e ‘e N, o N,
1, e uma distribuicdo aleatéria (| para esta mesma especie € ¢ para a
N+ N, N+ N,

espécie do tipo 2, tem-se portanto para cada uma das espécies, a energia de interagdo com as ¢
moléculas vizinhas e conseqiientemente a sua energia efetiva de interagdo com todo o sistema,

[N [N
L[ Nl +N2 J¢1,1 +C(N1 +N2 ]¢1’2 (531)

onde ¢;; e ¢, sdo respectivamente as energias de interacdo entre os pares 1,1 e 1,2.
Considerando-se ainda que existem N; moléculas do tipo 1 e N, moléculas do tipo 2 e para

ndo se introduzir duplicidades do tipo ¢, =¢@,,, tem-se para a energia potencial total do

sistema [35],
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2 2

Ni N5
U= 1/2L¢ + 1/2¢ +
N1+N2( 1’1) N1+N2( ¢2'2)

NNy
NN, (¢t 2) (5.3.2)

Considerando agora a formacao de dois pares isolados do tipo 1,2 sendo formados a partir dos
dois pares 1,1 e 2,2, tem-se que o ganho em energia potencial para a formagdo de um par
isolado 1,2 €,

Ap=¢,, -4, —1/2)p,, (5.3.3)

Conseqiientemente, quando ¢ pares de moléculas do tipo 1,2 sdo formados a partir de ¢/2
pares de moléculas da mesma espécie, 1,1 ou 2,2, o ganho de energia potencial serd portanto,

Au® = (@, — 1126y, — 1129, ) (5.3.4)

O significado fisico de Au’é ilustrado na figura 5.2.

0

Neste modelo Au’ =u} —u corresponde a diferenca entre a metade da energia correspondente

as duas configuracdes possiveis no estado final, apds a mistura, e metade das duas
configuragdes possiveis no estado inicial, antes da mistura, tendo em vista que as duas
espécies possuem o mesmo tamanho. Corresponde, também, ao aumento médio de energia
que uma molécula de uma das espécies estd sujeita, ao experimentar uma mudanga de
ambiente ao seu redor.

Substituindo cg;, =Au’ +c/2.(4, + ¢,,) fornecida pela equagdo 5.3.4 na equagédo para a energia
potencial total U, tem-se,

NN,

U = Ny(1/ 264, + Nyl 2¢50) +— Au® (5.3.5)

1 +N;

Observa-se, da equacdo 5.3.5, que quando N; ou N, sdo respectivamente iguais a zero,
1/2¢¢,, ou 1/2c¢;; sdo as energias potenciais médias das espécies 2 ou 1 existentes no estado

de liquidos puros, ou seja,

1/2¢¢,, = NL’ para N;=0
2

1/2c¢; = %, para N»>=0
1

Considerando estas energias médias respectivamente como u3 € u;, tem-se, para a equagao
5.3.5,

NN
U=Nu+Nu)+—""2Au’ (5.3.6)

1+ N,
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Fig 5. 2 — Modelo molecular para descrever a mudanca de energia Au°.

5.4 Quantidades molares parciais - a equacao de Gibbs-Duhem

Para se chegar a uma forma mais simplificada da representagdo da mudanca de energia
potencial total devido ao processo de mistura das espécies 1 e 2, considera-se por analogia a
equacdo de Gibbs-Duhem [36], para a variacdo dos potenciais quimicos destas espécies dada
por,

D Ndu; ==SdT +Vdp (5.4.1)

Na equagdo 5.4.1, se o sistema varia apenas em composicdo, ou seja, mantendo-se a pressao e
temperatura constantes, o que € uma situacdo comum em experimentos em liquidos, tem-se
que os potenciais quimicos ndo variam de forma independente, mas relacionados pela
condicdo,

D Nidu; =0

Por uma argumentacio semelhante pode ser mostrado que variacdes de qualquer quantidade
molar parcial com a composi¢ao estdo relacionadas pela equacio,
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S N,dJ,=0 (Tep constantes)

e J, é qualquer quantidade parcial molar e que no presente caso é representado pela energia
potencial molecular parcial para as duas espécies, 1 e 2, ou seja,

2
d—U =u, =ul + L Au®
any ), N N,

(5.4.2)

2
N
(_ddj\lljj =u2=ug+(—N IN J Au®
2 )y, 1N,

Como qualquer propriedade extensiva escrita na forma J =ZNiJ_i, e J, é a quantidade

1

parcial molar J, = [;Tjj , tem-se para o potencial total, a partir das equacdes em 5.4.2,
T,p,N/

U:N1u1+N2M2 (543)

Portanto, o aumento da energia potencial, AU, quando se misturam os dois componentes
puros contendo N; e N> moléculas, é dado a partir das equagdes 5.3.6 e 5.4.3, por,

NN
Ny +Nouy = Nyul + Noud +—12 Ay° 5.4.4
1“1 242 1“1 242 N1+N2 ( )

ou,

N1N2 AMO

N,y —ul)+ N, (uy —ud)=N,Au; + NoAu, =
(g —uy) 2 (uy —uy) 18U 28Uy N, +N,

(5.4.5)

e, finalmente,

N,N
AU =AU, +AU, = —2_Ay° (5.4.6)
N, +N,

Para o sistema considerado inicialmente como estitico, esta quantidade representa o calor
absorvido durante o processo de mistura a partir dos componentes puros a volume constante.
N 1

Em termos de fracdo molar do componente 1 ( x, =————
N, +N,

N
=—L), tem-se,
N

AU = x,(1- x; )NAu® (5.4.7)
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Da equagdo 5.4.7, pode-se observar que o calor envolvido no processo de mistura pode ser
positivo ou negativo e tem um valor mdximo quando x, =1/2, considerando que,

oAU
ox,

=NAu®(1-2x,)=0

O efeito maximo de calor é obtido quando se prepara uma mistura eqiiimolar dos dois
componentes.

E importante notar, também, que a mudanga na energia potencial no processo de mistura pode
ser nula, Ax® =0, o que ndo implica na igualdade entre @, ; ¢ @, segundo a equacdo 5.3.4.
Pode ocorrer no entanto, que os valores destas grandezas sejam muito diferentes o que
invalidaria um arranjo molecular totalmente aleatdrio, presenca de arranjos ndo uniformes,
mesmo considerando moléculas de tamanhos semelhantes.

5.5 Potencial de interacao total nulo — o sistema ideal

E muito comum na literatura encontrar-se defini¢des para sistemas ideais tais como:

e  F o estado na qual uma molécula ndo é sensibilizada por outra, devido a distdncia que as
separam;

® ¢ o0 estado no qual ndo existem interacdes entre as moléculas presentes no meio;

® ¢ um estado de dilui¢do infinita e etc.

Na realidade, nenhum sistema real € necessariamente ideal nessas condicdes ; principalmente,
quando se trata de sistemas compostos por moléculas ou espécies quimicas em geral de
diferentes naturezas, quanto a dimensao, estrutura, polaridade etc.

E pré-requisito para que uma solucdo ou mistura seja ideal que na equagio 5.3.4 [30] seja
satisfeita a condicao,

P12 _% d1 _% 9, =0

Isto significa que, do ponto de vista energético, ndo existe mudanca de energia quando a
molécula 1 € completamente envolvida por outras moléculas da espécie 1, e quando a
molécula da espécie 2 € completamente envolvida por outras da mesma espécie e nas
substitui¢des de posicdes de uma espécie com outra. O conceito de idealidade € na realidade
de carater puramente energético.

Segundo Rowlinson [37], uma solucdo ou mistura ideal €é um estado hipotético cujas
propriedades sdo introduzidas dentro de uma descricdo termodinidmica de misturas ou
solucdes reais como padrdes de conveniéncia de um comportamento normal ou um sistema no
qual os potenciais quimicos de todos os componentes sdo dados pela equacio:

u;(p.T,x)=u’(p,T,x)+RT In x; (i=1,2,........ n)
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onde u(p,T,x) é o potencial do componente puro i na mesma pressio e temperatura da
mistura ou solugdo a ser estudada.

Para dar continuidade ao estudo de outras propriedades termodindmicas e conceitos dentro do
propésito deste trabalho, apresenta-se a seguir uma das mais utilizadas teorias para modelar
sistemas liquidos ou seja a teoria de van Laar.
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6 A TEORIA DE VAN LAAR

Em 1890, J.D. van der Waals publicou um artigo sobre as propriedades termodindmicas de
misturas liquidas [38] e estendeu sua famosa equagéo de estado para a nova situagdo.

Em geral, uma mistura de dois componentes apresenta uma curva critica e nesse caso, 0
célculo realizado por van der Waals foi apenas aproximado. Porém, foi o "quimico
matemadtico" J.J. van Laar quem resolveu o problema, em 1905 [39]. Pouco tempo depois, van
Laar publicou outro artigo [40], sobre as propriedades da curva critica e encontrou que, para
misturas de algumas substincias, a curva tem um ponto singular. Calculos algébricos t€ém-se
mostrado, desde entdo, muito Uteis como ferramentas em termodindmica.

Van Laar destacou-se por aplicar fundamentos matemadticos na solucdo de problemas em
termodindmica, embora ndo seja muito comum encontrar sua obra nos convencionais livros de
Fisico-Quimica. Utilizando conceitos da mecéanica estatistica desenvolveu dentre outros
trabalhos uma teoria para mistura de liquidos conforme € apresentado a seguir.

6.1 O fundamento da teoria de van Laar

Na teoria de van Laar considera-se a mistura de dois liquidos, 1 e 2, a temperatura, pressao e
volume constantes. Considerando sistemas liquidos de moléculas com aproximadamente o
mesmo tamanho, é possivel obter importantes relacdes termodindmicas como A (energia livre
de Helmholtz), E (energia interna), Ll (potencial quimico) e outras, a partir da funcdo de
parti¢do grande candnica.

Para um sistema ideal e considerando o potencial de interacdo entre as moléculas do tipo 1 e
do tipo 2 tem-se,

(N1+N2)! N, ;N
F=—-——=f"1f"2 6.1.1
N,!N,! fi 2 @11

onde ndo sdo consideradas as energias de interag@o entre os pares. Quando se trata de uma
mistura ndo ideal, um termo adicional deve ser inserido na equagdo 6.1.1, a partir desta em
combinagdo com a equagdo 5.3.6, obtem-se,

(N, +N,) Uy,
F=—1_22 gl gl /it (6.1.2)
N,IN,! !

O termo exponencial leva em conta a interacdo intermolecular quando na formacdo da
mistura. E importante ressaltar que as restricdes na teoria de van Laar como por exemplo,
moléculas de mesmo tamanho formando solucdes sem alteracdo no volume, para a obtencio
das equagdes termodindmicas em uma forma simplificada, podem ser aplicadas a sistemas
mais complexos, moléculas de diferentes tamanhos. Somente os resultados experimentais
podem decidir sobre a validade do modelo.



54/106

6.2 Algumas propriedades termodinamicas derivadas por van Laar

Nao é objetivo deste trabalho fornecer as deducdes detalhadas de todas as propriedades
termodinamicas a partir da fun¢do de particdo grande candnica, equagdo 6.1.2, porém apenas
para ilustrar obtém-se pela termodinamica estatistica,

Energia livre de Helmholtz — A

A=—kTInF

N
A=N,|=kTIn f; + kT In———+u |+ (6.2.1)
N, +N,

N N\N
+N,| —kT'In f, +kTIn—2—+ud [+ —2—Au"
Ny +N, N, +N,

Energia Interna — E, demonstrada no Anexo 2,

E_sz(dlnFJ
14

dT

Considerando que a mudanca de energia potencial molecular € independente da temperatura,
tem-se para a energia interna,

N +N
E:Nl(el+u?)+N2(£2+ug)+#Au0 (6.2.2)
14v2

Entropia - S

N N
ST=E-A=N, el+kT1nf1—len—1 +N, €2+lenf2—len—2 (6.2.3)
N,+N, N,+N,

Potencial quimico

O potencial quimico de um dos componentes da mistura € obtido a partir da diferenciacio
parcial da equagdo 6.2.1, com relagdo a N; ou Ny,

2
N N
fy =—kT'In f; +kT In| ——— |+u) +| —2—| Au® (6.2.4)
N, +N, N, +N,

Quando N, é zero, o potencial quimico em 6.2.4 refere-se a0 componente um puro, ou seja,
1) =—kTIn f, +ul

Portanto,
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2
Uy = ) + kT In M| Au® (6.2.5)
N, +N, N,+N,

A definicdo do potencial quimico é de grande ajuda, pois propriedades como a pressdo parcial
de um dos componentes, a pressdo total, a pressdo osmoética da solucdo, sdo acessiveis a
mensuracio em laboratério e servem para estimar a mudanca de energia potencial molecular,
a validade do modelo, sua extensdo para outros sistemas, através do confronto com as
equacdes tedricas.

6.3 A comparacao do modelo de van Laar com algumas medidas
experimentais

As pressdes parciais dos componentes e a pressdo osmoética da solugdo sdo propriedades
analisadas nesta secdo. Dois casos exemplos obtidos da literatura [35] para a comparacio
entre dados tedricos e experimentais sdo apresentados, respectivamente, para misturas de
alcoois alifaticos em dgua e de uma solugdo de sucrose em agua.

Pressdo parcial

Considerando uma mistura liquida bindria em equilibrio com o seu vapor e analisando o
comportamento de um dos componentes, componente 1 (solvente), e admitindo-se que o seu
vapor apresenta-se como um gas ideal, tem-se para o potencial quimico do vapor,

3
(2ﬂmlkT)5 kT
3

1, (v) =—kT In +kTIn p, (6.3.1)
ou,
4,(v) =) + kT In V 0 (6.3.2)
P1

sendo p! a pressdo de vapor do componente 1 puro. No equilibrio liquido/vapor tem-se,

wh=pl v e )=

Portanto,

2
1 (D) +kT In M| Auoz,ulo(v)+len170
N, +N, ) (N, +N, P

2
N N
lenly():len[ L JJ{ 2 J Au®
i N,+N, ) (N, +N,
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Para o componente 1 tem-se,

LJZAMO
b M e(N”NZ i (633)
)2 Nl + N2
€ para o componente 2,
(L]z AuV
Pr_ Ny (Wewy) /T (63.4)

py N +N,

Representando a pressdo parcial em uma forma geral para qualquer um dos componentes em
~ .. A Au®
termos de sua fracdo molar, definindo o pardmetro o= 7 tem-se,

P _ ) a (6.3.5)

O valor de o = 2 é o mdximo admissivel, com significado fisico, pois valores acima deste e
por exemplo & = 3, e conforme a figura 6.1, representaria um sistema ndo real com uma fase
em tré€s composi¢cdes diferentes e mesma pressdo parcial para cada componente. Solucdes com
o =0, seguem a lei de Raoult.

A temperatura critica da solugdo, T, ou seja, a que corresponde ao surgimento de uma nova
fase, esta relacionada 2 mudanga na energia potencial molecular A«° por,

Sistemas experimentais, solu¢des aquosas de alguns dlcoois alifiticos de baixas massas
moleculares, mostram razodvel concordancia com a previsao teérica de van Laar, figura 6.1,
comparando-se com os resultados experimentais obtidos, figura 6.2.

A figura 6.3 mostra a reprodugdo do gréifico obtido a partir dos dados de van Laar utilizando-
se um software MATLAB para anélise numérica dos dados, conforme a figura 6.1.
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Figura 6.1 — Representacao grafica da equacgao 6.3.5.

o 025 0:50 075 00
MOLAR FRACTION OF ALCOHOL
Figura 6.2 — Pressodes parciais relativas para alguns

alcoois alifaticos em agua a 298,16 K.
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Figura 6.3 — Reproducao grafica da equacao 6.3.5 com software
MATLAB para alcoois alifaticos.

Pressdo osmética

Da defini¢do de pressdo osmotica, se¢do 5.1, e a partir da equagéo 6.2.5, e como L e L 0, sdo
dependentes da temperatura T, e da pressdo p exercida sobre a solugdo para compensar a
pressdo exercida pelo solvente puro na membrana semipermeével, o potencial quimico do
solvente puro na mesma temperatura porém em outra pressao, pO,usando a equacdo de Gibbs-

Duhem,
D" Ndu; ==SdT +Vdp

é dado por,
Nydp =—SdT +Vydp

em temperatura constante,

e, entao,

[l )
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ou,

(9 »°
u=u+| (a—"J dp=pf + [ vdp
PPy r (6.3.6)

onde v, € o volume molecular parcial do solvente. Para um solvente incompressivel tem-se,
—_,,0 0
=y +(pr = pmy (6.3.7)

O equilibrio osmotico € atingido quando =y, e a pressdo osmotica , dada por z=p-p°,
que a partir da equagdo 6.2.5 assume a forma,

2 0
N +N N
KN NN ) 2 Au (6.3.8)
V] Ny Nj+N> kT

Aplicando-se, -In , na equagdo 6.3.3, obtém-se a partir de 6.3.8,

0
p
po kT, P1 (6.3.9)

vi Pl

Quando a fragdo molar do soluto, componente 2, € muito pequena, pode-se ignorar o segundo
termo na equacdo 6.3.8 e expandindo-se em série o primeiro termo desta

equacio [1n(1+x) =x—( %)x2 Fove ], considerando-se apenas o primeiro termo da série, obtém-

N
T =kT| —2
Ny,

se,

ou,

% = kIn, (6.3.10)

Como o ndmero de moléculas do componente 2 é bem menor do que do componente 1, N,v,
praticamente representa o volume total da solugdo e portanto, n, € a concentragdo molecular
do soluto.

A tabela 6.1 [34], apresenta uma boa concordincia de resultados experimentais obtidos para a
press@o osmoética de solucdes de sucrose em dgua a 0°C comparados com os calculados pela
teoria de van Laar, a partir da equagdo 6.3.8 ou 6.3.9, com valor experimental de —7,06 para
Au®

kT
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Tabela 6.1- Comparacéo entre resultados experimentais e tedricos
para soluc6es aquosas de sucrose

pressao ~
= = osmética pressao
v, x10% ( cc por | fracdo em peso | fragdo molar da lculad I osmotica
molécula) da sucrose agua e(;augl::éao ggsaan experimental
Laar (atm) (atm)
2,9588 0,3610 0,9712 43,87 43,84
2,9499 0,4481 0,9592 66,95 67,67
2,9419 0,5283 0,9445 99,08 100,43
2,9384 0,5851 0,9311 132,02 134,71

O calor de mistura - AH

A entalpia de mistura € definida como a quantidade de calor desenvolvida quando uma
solugdo é formada a partir de seus componentes puros, a pressdo constante, e pode ser
eXpresso como,

_ NNy
N, +N,

N N
Au® = L Z__ (N, +N,)Au®
N, +N, | N, +N,

Se considerarmos 1 mol de solugdo tal que (N, +N,)=N, seja a constante de Avogadro, tem-
se, em termos de fracdo molar dos componentes,

AH = x,x,NoAu® = x;(1-x)AU° (6.3.11)

Como visto na equagdo 6.3.11, AH tem um valor mdximo ou minimo quando x; = ¥2 e, neste
caso AU’é quatro vezes maior do que AH para uma solugio eqiiimolar. Em geral, quando
AH ¢é medido para soluc¢des bindrias por calorimetria, apresenta valores da ordem de 10
calorias para solucdes de substincias apolares, de 100 calorias quando uma das substincias é
polar e de aproximadamente 1000 calorias quando ambos os componentes sdo polares.

Para se estimar o valor de AU para solugdes bindrias utilizando-se a equagdo 6.3.11, G.C.
Schmidt [41] considerou misturas de benzeno-tetracloreto de carbono e medidas
calorimétricas de AH a 290 K. Pode ser observado da tabela 6.2 [35] que, de acordo com os
resultados obtidos AU para este sistema e nesta temperatura, é praticamente independente da
composi¢do, com valor médio de 112 calorias, em um intervalo de variacdo de
aproximadamente 10% e razoavelmente concordante com o valor calorimétrico obtido por
Brown & Fock [42], de 106 calorias.
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Figura 6.4 - AH de mistura para o sistema dissulfeto de
carbono-cloroférmio a temperatura de 290 K,[41].

A luz da teoria, observa-se, também, para o sistema dissulfeto de carbono-cloroférmio que o
maximo de AH ocorre para uma fracdo molar de 0,56 em dissulfeto, apesar de a curva ndo ser
totalmente simétrica conforme mostrado na figura 6.4 [35]. Ainda para este sistema, o valor
AU" estimado de dados termométricos para a mistura equimolar € de 590 calorias, o qual é
consideravelmente maior do que o valor de 350 calorias, obtido de resultados de medidas de
pressdo de vapor.

A figura 6.5 mostra o grafico da variacdo da entalpia benzeno-tetracloreto de carbono a 290 K
obtido a partir dos dados de van Laar utilizando-se o software MATLAB para andlise
numérica dos dados.

6.4 Uma aplicacao da teoria de van Laar

Aplicou-se teoria de van Laar aos dados obtidos por Wormald e Lloyd [43], para uma mistura
liquida etanol-dgua a temperaturas e pressoes elevadas.

O objetivo dessa pesquisa foi avaliar a mudanca da energia potencial intermolecular, Auy,
baseando-se em dados experimentais [43], obtidos para medidas calorimétricas do excesso de
entalpia, H,,, na mistura {x(H,0)+(1-x)C ,H sOH}, sendo x a fracio molar da 4gua, em
temperaturas situadas no intervalo de T =398 K a T = 548 K e pressao de 15 MPa.

Como modelo tedrico, utilizou-se para a determinacao de Auy, a formulacdo de van Laar [35]
e considerando-se o modelo de misturas aleatérias e de particulas de mesmo tamanho. Os
resultados [44] foram obtidos da equacdo empirica de Wormald & Lloyd, e de um tratamento
mais geral envolvendo a dependéncia com a composicdo e a temperatura.
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Tabela 6.2- Estimativa de AU’ para o sistema benzeno-tetracloreto
de carbono a 290 K

fracao molar do AH ( em calorias por | AU° ( em calorias por

benzeno ( x;) mol da solucéo ) mol )
0,1794 15,15 103
0,3298 21,52 97
0,4376 26,31 107
0,5675 27,45 112
0,6634 25,23 113
0,7470 23,52 124
0,8226 17,07 117
0,8876 12,39 121
0,9469 5,91 118

30

25| * 4
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Entalpia em caloria por mol
o
T
*
¥
|

. . . . . . . .
0.1 0.2 0.3 0.4 0.5 0.6 0.7 0.8 0.9 1
Fragao molar do benzeno

Figura 6.5- Entalpia em excesso para o sistema benzeno-
tetracloreto de carbono "a 290 K.

6.4.1 Avaliacao da mudanca de potencial intermolecular

Como mencionado anteriormente, a teoria de van Laar para misturas liquidas, moleculares,
considera moléculas de mesmo tamanho e forma e distribuicdo totalmente aleatéria no meio.
Nestas condicdes e nao considerando alteragcdes no volume durante o processo de mistura
tem-se, conforme ja foi mostrado, a partir da funcdo de particdo grande candnica, equacdo
6.1.2,
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F = (Nl + Nz )! lel fzzvze’%r

~ N,IN,!

sendo f; a fungdo de parti¢do para uma molécula de gis ideal e tem-se para a mudanca de
estado no sistema liquido:

AH = x,x,N,Au® = x,(1- x,)AU"°

e sendo Auy a energia potencial molecular de troca.

Para propriedades em excesso, tem-se, para o calor de mistura,

AH, =HS - AU

Sendo, HS e AU, o calor mistura experimental e ideal, respectivamente. O tdltimo sendo igual
a zero, conforme van Laar.

Assim, as medidas de Wormald e Lloyd sdo utilizadas para a comparagdo com o modelo
proposto por van Laar.

6.4.2 Resultados experimentais

Wormald e Lloyd determinaram o excesso de entalpia em uma mistura bindria de etanol e
dgua utilizando um calorimetro de fluxo diferencial no intervalo de temperatura de 398 K a
548 K e pressdo de 15 MPa. Uma caracteristica interessante ao se estudar um sistema deste
tipo é a possibilidade de considerar um comportamento completamente aleatério das
moléculas envolvidas, de tal forma que as suas dimensdes, tipos de estruturas e interacoes,
pouco influenciem a distribui¢do final e ndo tenham orientacdes preferenciais.

O modelo de van Laar preenche bem uma destas condi¢cdes, o comportamento totalmente
aleatdrio, embora a simetria molecular (como o tamanho das moléculas entre outros aspectos)
ndo seja rigorosamente a mesma, sendo, porém compensada pelo nivel de temperatura de
trabalho.

Os resultados experimentais para o excesso de entalpia em funcio da temperatura e da fracio
molar foram ajustados pelo método dos minimos quadrados, para a seguinte representacao
parabdlica:

HE(x)=4x(1-x){ag +a,(1-2x)+a,(1-2x)*}

Os coeficientes foram, também, determinados de forma empirica e eram dependentes apenas
das temperaturas de trabalho.

Considerando-se o valor maximo de AU’, para x = 0,5 e temperatura de 538 K, por exemplo,
a partir dos dados experimentais de Wormald e Lloyd, e comparando com a equagdo tedrica
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de van Laar, obtém-se uma boa concorddncia entre o experimento e a teoria para este
sistema, figura 6.6.
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Figura 6.6 — Excesso de entalpia em funcao composicao.

Os gréficos, para o excesso de entalpia no intervalo de temperatura de 398 K a 548 K e
pressdo de 15 MPa mostram que o comportamento experimental para o sistema etanol-dgua
em temperaturas e pressio elevadas ¢ bem concordante com a teoria de van Laar, figura 6.7.

A seguir € mostrado o cdlculo realizado, considerando a equagdo empirica de Wormald &
Lloyd.

> Calculo de AU° para o maximo do excesso de entalpia
AU’ =4 ao, sendo ag = H® (J. mol™! ) =-9889,7
AU’ =-39.558,8

> Calculo de AU° para a mesma temperatura, porém em fragdes molares diferentes

AU = 4ag +a,(1-2x)+a, (1-20)

AU® = —3955,8+4{aO +a1(1—2x)+a2(1—2x)2}

Considerando a fragdo molar no intervalo de 0,1 a 0,9, tem-se, conforme a tabela 6.3,
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Tabela 6.3 — Variacao da energia potencial total com a fragdao molar

Condicdo Fracdo molar -alf Hy' Hyan Laar
experimental (x) (J.mol™) (J. mol") (J.mol")

g - 1528,\/'*;% 0,1 37.8825 | 3409,4 | 3560,3

ao = - 9889,7 0,2 38.405,4 6144.,8 6329,4

a; = 351,1 0,3 38.859,0 8160,4 8307,3

a>=215,9 0,4 39.243,5 9418,4 9494 1
0,5 39.558,8 9889,7 referéncia

0,6 39.805,1 9553,2 9494 1

0,7 39.982.4 8396,3 8307,3

0,8 40.090,6 6414,4 6329,4

0,9 40.129,6 3611,6 3560,2
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entalpia
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Figura 6.7 — Distribuicdo da entalpia em excesso, em funcao da
temperatura e da composicao

Para mudanca de energia potencial total em J.mol' em fun¢io da fragdo molar e da
temperatura o perfil conforme a figura 6.8.

Verificou-se, neste estudo, onde se espera um comportamento mais organizado do sistema
etanol-dgua, em que interagdes entre duas moléculas polares sdo predominantes, ocorreu o
contrdrio, ou seja um comportamento completamente aleatério como conseqiiéncia de se
trabalhar em temperaturas elevadas. Sendo assim, a teoria de van Laar aplica-se a este tipo de
sistema e nestas condicdes mesmo embora sejam as moléculas de caracteristicas estruturais

diferentes.
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Figura 6.8- Distribuicao da mudanca de energia potencial em
funcao da temperatura e da composicao.

Uma vez que o modelo € vélido pode-se obter um parametro de interacdo importante o
potencial molecular de troca Auy, que por exemplo para o maximo de excesso de entalpia

sugere o valor de aproximadamente 6,5x107"°J .

Para misturas de alguns n-alcanos, conforme pes%uisado por Ghogomu e colaboradores [45],
consideradas como ideais, 4uy € da ordem de 1022 J.

6.5 Breve analise de alguns sistemas liquidos

Alguns trabalhos podem ser citados nos quais sdo realizadas medidas experimentais de
propriedades termodindmicas associadas ao comportamento estrutural de sistemas liquidos
envolvendo dtomos e moléculas de diferentes naturezas.

Ghogomu e colaboradores [45] mostram, através de medidas calorimétricas, que misturas de
n-alcanos podem apresentar um comportamento ideal, tendo em vista que a entalpia e entropia

de mistura sdo muito pequenas ( < 15 ] mol™) e em alguns casos negligencidveis, para efeito
pratico.

Kuroki e colaboradores [46] mediram a capacidade térmica a volume constante, c,, no
intervalo de temperatura de 20 a 100 °C, para os sistemas, dgua, metanol e metanol-agua.
Pode-se obter o calor de mistura a partir da dependéncia de ¢, em funcdo da variacdo da
energia interna com a temperatura, dada por,
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A partir de propriedades termodindmicas em excesso [47-49], uma razodvel quantidade de
dados experimentais podem ser obtidos para misturas bindrias de dgua-alcool.

Petek e Dolecek [50] determinaram o volume em excesso para duas misturas organicas
ciclohexano-tetracloreto de carbono e tolueno-benzeno e, para o primeiro sistema, obtiveram
curvas similares aquelas obtidas por van Laar. O propdsito deste trabalho foi calcular o
excesso de entalpia, a partir do volume em excesso medido, utilizando para isto a teoria
estatistica de Flory para misturas liquidas [51].

De acordo com Rowlinson [37] muitos sistemas liquidos sdo estudados de forma a comprovar
teorias baseadas na mecanica estatistica considerando, na maioria dos casos, moléculas como
esferas rigidas, o que se aproxima bastante em sistemas mono e diatdmicos. A natureza do
sistema liquido, tipo de interacdo, estrutura molecular das particulas envolvidas estd
intimamente ligada ao segundo, e dependendo do caso, ao terceiro coeficientes de virial.
Sendo assim, um bom exemplo na pesquisa de proteinas, ¢ o comportamento da lisozima em
meio aquoso, sendo objeto de estudo a seguir.
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7 O SISTEMA LISOZIMA-AGUA: DETERMINACAO DO SEGUNDO
COEFICIENTE DO VIRIAL

Apresenta-se neste capitulo uma abordagem do trabalho de Moon e colaboradores [52] sobre
a determinacgdo do segundo coeficiente de virial a partir de medidas experimentais da pressao
osmotica em solucdes salinas da proteina lisozima. Este sistema liquido foi escolhido tendo
em vista a importancia em se estudar o comportamento estrutural desta proteina, por meio de
uma razodvel quantidade de dados termodindmicos disponiveis na literatura.

71 Os efeitos de “salinizacao” e de “desalinizacao”

A introdugdo de certos sais em solugdes aquosas de proteinas causam a precipitacdo destas
por efeito de “dessalinizagcdo” o que facilita a recuperagdo e purificacdo das mesmas. Este
processo de precipitacdo € uma técnica muito utilizada na inddstria biotecnolégica [53].
Segundo o comportamento quimico destes sais ( por exemplo, sulfatos, oxalatos, acetatos,
cloretos, etc.) e suas influéncias nas solugcdes de proteinas, podem ser classificados como,
tabela 7.1:

Tabela 7.1 — Classificacao de sais quanto a efeito de exclusao

Classe Caracteristicas

lons pequenos Aumentam a tensao
e com elevada superficial da agua

Cosmotropos . .
densidade de promovendo a agregacao
carga das moléculas de agua
fons grandes e Reduzem a tensao

m baix rficial :
Caotropos co pa a superficial da agua

densidade de promovendo a dispersao
carga das moléculas de agua

A propriedade de alguns fons provocarem os efeitos de salinizacdo e de desalinizacdo foi
reconhecido pela primeira vez por Hofmeister [54] o qual propds a existéncia de séries
liotrépicas qualitativas.

7.2 A interacao proteina-proteina

O mecanismo de interacdo proteina-proteina no processo de cristalizacdo de proteinas
proposto por George e Wilson [55], que sugerem a existéncia de uma “janela” de cristalizacio
para o segundo coeficiente de virial osmético do par proteina-proteina, Bz;, como medida
direta do potencial de interacdo do par.
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Diversas técnicas, como osmometria, sedimentacdo e espalhamento laser de pequeno angulo
podem ser utilizadas para a determinacdo de Bz, que estd relacionado ao potencial de forca
média.

O potencial de forca média, de acordo com Mc Millan & Mayer [56], é definido tal que, a sua
derivada negativa em relacdo a distancia entre os centros de massa de duas moléculas do
soluto, em dilui¢@o infinita, resulta na forga entre as duas moléculas, ponderada sobre todas as
possiveis configuracdes das moléculas do solvente.

Para um proteina globular, considerando-se potenciais de interacio simetricamente esféricos
tem-se [56]:

¢22 (r) = ¢hs (r)"" ¢elec (r)"" ¢disp (r)"" ¢osm (r) (7.2.1)

Sendo

r = distancia entre os centros de massa;

&ns (r) = potencial de esfera rigida da proteina (volume — excluido);

@.1.c (r) = potencial de repulsio elétrica de camada dupla;

@uisp (r) = potencial de dispersdo de Hamaker;

&osm (r) = potencial de interacdo atrativo devido ao efeito de volume excluido dos sais idnicos.
Os termos, @ (1), O (1), Quisp (r) sdo definidos pela teoria de Derjaguin-Landau-Verwey-
Overbeek (DLVO) [57], onde o sistema de modelagem considera as proteinas como sendo

esferas rigidas com uma distribui¢do superficial da carga uniforme imersas em um meio
dielétrico continuo contendo sais idnicos como cargas puntuais.

O modelo DLVO pode prever, com boa exatiddo, as pressdes osmdticas de algumas proteinas
em solucdes contendo pequenas concentracdes de sais univalentes.

Quando as concentracdes salinas s@o elevadas, o volume excluido dos fons € significativo e o
termo ¢, (r) deve ser incluido no modelo.

O fundamental deste trabalho é investigar um bom agente de cristalizacdo da proteina o que
produza um B; moderadamente negativo em uma concentracdo salina bem abaixo do ponto
de saturacdo. A intencdo € corroborar a observacdo de George e Wilson que considera a
relacdo entre a efetividade de precipitag@o e o segundo coeficiente de virial osmético, Ba,.

7.3 Principio experimental

A pressdo osmdtica para restabelecer o equilibrio em cada concentracio da proteina é definida
pela teoria de McMillan & Mayer [56], derivada a partir da teoria dos gases imperfeitos para
solugdes liquidas diluidas.
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z , ,
Pl o B, p3 + By, P35 + e (7.3.1)

sendo p; a densidade das moléculas de proteina e B;,, o terceiro coeficiente de virial, que
pode ser negligenciado, quando o> é pequeno.

A relacdo do 2° coeficiente de virial com o potencial de forca média ¢,, é dado por:

oo

By = —é [[e™?22/%T _ 11472 ar (71.3.2)
0

Sendo r a distancia centro a centro entre duas moléculas de proteinas. Convertendo a equagdo

~ ~ . . ~ ¢, Ny
7.3.1 em expansio c; , concentracdo em massa da proteina , através da relacdo p, = TR
2

tem-se:

Sendo Ny a constante de Avogadro e M, a massa molecular da proteina.

202
N, , N
Z %% , g, C270 (7.3.3)
Rearranjando, tem-se:
T 1 , C2N0
= — —— )c 734
NokT ( M, 22 2 )es ( )
Finalmente, tem-se:
T 1
=——+ By 7.3.5
RT M, 22€2 ( )

B/
e sendo By, =—2-N.
M3

Em que B>, € o segundo coeficiente de virial osmético, Ny € a constante de Avogadro e M; € a
massa molecular da proteina.

Quando a press@o osmoética € medida para baixos valores de concentragdo, o segundo
coeficiente de virial B2, e o peso molécula M, podem ser determinados pela equagdo 7.3.5.

Quando B»; € positivo o efeito liquido da interagdo entre proteinas (moléculas) é repulsivo e
quando By, € negativo o efeito liquido da interacdo entre moléculas de proteinas € atrativo.

7.3.1 Analise experimental

As condicdes experimentais neste trabalho foram:
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e Temperatura constante de 25 °C;

e Sistema estudado: solucdo aquosa de lisozima e sais de sulfato, oxalato e fosfato de
amonia em forcas i6nicas de 1 ou 3 M;

¢ Concentracdo de lisozina: 4 a 20 g/l;
e pHs fixadosem 4,7 e 8.

Em todos os experimentos, a forga idnica foi ajustada seguindo a equacio:
1 2
1= E ZI: m;Z;

sendo,

m; = a molaridade do fon i;

z;= a carga de fon i.

O equipamento utilizado por Moon e colaboradores [52] para as medidas de pressdo osmética
consistem em um osmoOmetro coloidal de Wescor, modelo 4420, Logan, UT, conforme
mostrado na figura 7.1.

7.3.2 Resultados

Apés experimentos considerando as condi¢des de pH e forga idnica para os trés sais
T

escolhidos € possivel através da relacdo 7 em funcdo de ¢, concentragdo da proteina,

€2
obter a massa molecular e o segundo coeficiente de virial osmético.

Observou-se, neste trabalho que através dos dados obtidos, o Bz, para a lisozima torna-se mais
negativo quando o pH aumenta. Todos os coeficientes Bz, sdo negativos nas condicdes
experimentais utilizadas, e crescentes em modulo com o aumento de forca idnica, o que
significa que as intera¢des moleculares de lisozima sdo de carater atrativo.
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Figura 7.1-Esquema do osmometro Wescor extraido
do trabalho de Moon [52]

%10’ (mol/ g), em funcio da

A figura 7.2 identifica a variacdo da funcdo osmotica
)

concentracdo cp, para obtencio de B;;.

O grafico foi obtido pelo ajuste das medidas referentes a solugdo de lisozima e de sulfato de
amodnio em pH 8,0, temperatura de 25°C e forca i6nica 1,0M.

Pela andlise de regressdo linear utilizando um software MATLAB obteve-se boa concordancia
com os dados de Moon (B,, =-3,07 x10~* ml —mol/g2 e M= 17.000 g/mol) para
B,, =-3,10x10"ml—mol/ g e um peso molecular de M, = 16.902 g/mol, e cuja relagio
linear foi y=-0,0310c, +5,9164,e um coeficiente de correlacio de -0,9839, a qual
comparada a equacdo 7.3.5, fornece esses parametros.
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8 FORCAS INTERMOLECULARES - A ENERGIA POTENCIAL

Em vista da correlagdo existente entre o segundo coeficiente de virial e o potencial de
interacdo intermolecular € importante que se conheca como este tltimo afeta as propriedades
termodinamicas seja de uma substancia pura seja de uma mistura [58,59]. Estas propriedades
dependem das forcas intermoleculares que atuam entre as moléculas. No caso de uma mistura,
entretanto, a situacdo é mais complicada devido ao fato de se tratar de interacdes entre
moléculas de mesma natureza e entre moléculas de naturezas diferentes. Por este motivo é
necessario compreender a natureza das forcas intermolecularaes.

A constante procura por modelos tedricos que se aproximam da realidade experimental para
compreender como essas for¢as atuam, do ponto de vista quantitativo, ainda tem sido
conduzida considerando-se modelos simples e, muitas vezes, ideais. Essas relagGes
quantitativas sdo fundamentais para se estabelecer um elo entre forcas intermoleculares e
propriedades macroscopicas, ou seja, o proposito da mecanica estatistica.

Dentre as forcas moleculares conhecidas destacam-se:

» Forgas eletrostiticas entre particulas carregadas, fons, e entre dipolos permanentes,
quadrupolos e multipolos;

» Forgas de indugao entre dipolo permanente, ou quadrupolo, e um dipolo induzido;
» Forgas de atragdo, forgas de dispersdo, e de repulsdo entre moléculas apolares;

» Forgas especificas, quimicas, que promovem a associagdo e formacdo de complexos,
ligacdes de hidrogénio, por exemplo.

8.1 A funcao energia potencial

Além da energia cinética, as moléculas tém energia potencial resultante de suas posicdes
relativas.

Admitindo, por simplicidade, duas moléculas com simetrias esféricas e separadas por uma
distdncia r, a energia potencial ¢r) compartilhada pelas duas moléculas pode ser
correlacionada com a for¢a atuando entre elas por:

(8.1.1)

ou, de forma geral, por,

F(r,0,.)==V¢§r0,.) (8.1.2)

A funcdo energia potencial -¢(r) é o trabalho necessdrio a ser realizado para separar duas
moléculas de uma distancia intermolecular r para uma distincia infinita.
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8.2 O potencial de Lennard-Jones

Quando as moléculas estdo muito préximas elas tendem a se repelir devido as suas nuvens
eletronicas as quais podem se superpor. A energia potencial neste caso € repulsiva.

Quando as moléculas estdo muito afastadas entre si as forcas de interag@o presentes podem ser
atrativas ou repulsivas dependendo da natureza das moléculas.

O potencial total entre moléculas tem uma parte repulsiva de curto alcance e uma parte
atrativa ou repulsiva, de longo alcance, sendo que o limite entre estes dois comportamentos
depende do sistema termodindmico em estudo.

O potencial de Lennard-Jones [60] é um caso tipico desta condicdo e representa bem sistemas
contendo d4tomos neutros e € definido como:

o(r)=12_%0

rIZ r6

(8.2.1)

Sendo r a distincia intermolecular e ¢; constantes.

Dependendo do sistema termodindmico em estudo, simplificacdes podem ser feitas
considerando atomos ou moléculas como esferas rigidas com didmetros definidos.

8.3 O coeficiente do virial

Para que se correlacione o potencial intermolecular ou entre particulas, seja em um sistema de
um componente, seja em sistema de mais de um componente, de um modo geral, é
indispensavel definirmos uma extensio da equagédo dos gases, através da expansdo em termos
dependentes dos potenciais de interacdo e da composi¢do do meio. A representacdo analitica,
uma vez definida, € correlacionada por coeficientes de forca ou coeficientes de virial.

A situagd@o para gases € de certa forma bem diferente daquelas para liquidos. Particulas ou
moléculas em meio gasoso experimentam geometrias diferentes em vista das distancias
intermoleculares. A funcdo de parti¢do candnica para este caso € definida como [61],

3N
27mkT |\ 2
o j (F)V 2"

i
F(NV.T )= ﬁ[ (8.3.1)

sendo que, além das grandezas ja identificadas, fi,; € a funglo de particdo interna de uma
molécula (inclui vibragdes internas, movimentos eletronicos, rotacionais etc.) e Z* € a integral
configuracional [62], dada por,

Z =[.[e dridry....dry (8.3.2)
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Consequentemente, se a densidade do meio tende a zero, o volume tende a infinito e portanto,
¢=0¢eZ*tende a VY. Tem-se entdo um comportamento para um gds ideal em que a pressio é
dada por,

omz" NKT
P =kT = 8.3.3
( v ] 1% (8.3.3)

T N

Porém, quando a densidade aumenta, as interacdes moleculares tornam-se relevantes, ou seja,
¢ #0 e Z* ndo é mais simplesmente igual a V"'. Observa-se, entdo, o desvio da idealidade e
outras equagdes de estado podem ser utilizadas para explicar este comportamento, sendo a
equacdo de virial a mais comum,

% =p+B(T)p> +C(T )p> +.... (8.3.4)

sendo p=N/V.

O segundo coeficiente de virial B(T), depende somente das interacdes binarias i-j, o terceiro,
C(T), das interacOes terndrias i-j-k, e assim por diante. Estas intera¢cdes podem ocorrer entre
adtomos de moléculas diferentes por exemplo. A equagdo 8.3.4 pode ser derivada a partir da
grande fun¢do de particdo candnica,

F(V,Tu)= S f(N,V,T JAN (8.3.5)
N=0

Nota-se nesta representagdo as propriedades, potencial quimico g, e atividade absoluta A, para
a descricdo mais completa do sistema termodindmico condensado. Se considerarmos uma
situacdo de simetria esférica para o potencial de interagdo molecular, apds algumas
manipula¢des matemadticas [61], tem-se para o segundo coeficiente de virial,

_ob)
B(T)==27N 4[| e KT —1|2dr (8.3.6)

Quando a densidade aumenta substancialmente, a utilizagdo da equag@o de virial ndo
representa com boa exatiddo o sistema em estudo, implicando em uma matemadtica complexa
para a solucdo dos termos de ordem mais alta. A expansdo em funcido da densidade muitas

7z

vezes pode divergir. Como € o caso de sistemas liquidos, moléculas muito préximas em
constante interacdo, € necessdrio introduzir algum modelo de distribuicdo localizada que
caracterize a elevada densidade molecular. Uma aproximag¢do comumente utilizada € a
introducdo de uma funcdo de distribui¢do radial. Esta funcio proporciona uma medida direta
da estrutura local no ambiente ao redor das moléculas interagentes. As propriedades
termodinamicas podem, portanto, ser derivadas em termos desta fungdo de distribuicdo
radial, g(r), que para a média de um ensemble de qualquer par de fungdes pode ser definida

como [61],
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2
<B>= 2 [[ B )80y, (8.3.7)

Em especial, para o segundo coeficiente de virial tem-se,

1 e [dY(T)
B(T)= 6ij0 [ ]g 4m2dr (8.3.8)

—¢(r
Se considerarmos g, = ' retornamos a equagio 8.3.6.

Esta breve revis@o teve por objetivo dar um pouco de enfoque a natureza do segundo
coeficiente de virial. Varios modelos t€m sido propostos para a fun¢édo de distribuicdo g(7),
dependendo do sistema em estudo. Sdo eles:

» Modelo de Kirkwood- para potencial de forca média;
» Modelo de Born-Green-Yvon (BGY);

» Modelo de Ornstein-Zernike;

> Modelo de Percus-Yevick;

» Modelo de equagdes de cadeias de hiper-redes.

Esses modelos sdo utilizados para formular equagdes integrais que descrevem um conjunto
completo de propriedades termodindmicas.

8.3.1 O coeficiente de virial para misturas

Para se estudar misturas constituidas por diferentes componentes, diferentes moléculas por
exemplo, é importante definir o segundo coeficiente de virial. Em uma mistura bindria,
objetivo do presente trabalho, existem trés tipos de interagdo entre duas moléculas i e j a
saber, i-i, i-j e j-j. Para cada uma destas interacdes existe um segundo coeficiente de virial
correspondente que depende do potencial intermolecular entre as moléculas em questao.

Os trés coeficientes dependem apenas da temperatura, sdo independentes da densidade, ou da
pressdo, e da composicdo. E possivel demonstrar que para este sistema bindrio o coeficiente

da mistura € uma fun¢do quadrdtica das fracdes molares dos dois componentes , f; € f;, ou seja
[63],

By fz B;; +2f1f]Bz] +f] (8.3.1.1)

Generalizando para um sistema de m componentes, tem-se,

Biis =33 fifBjj (8.3.1.2)

i=1j=1
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Para o terceiro coeficiente de virial, que ndo é o propésito deste trabalho, pode ser
demonstrado que é uma funcdo ciibica das fragdes molares. O terceiro coeficiente considera
as interagdes entre trés moléculas e para um sistema bindrio é definido como [63],

Comis = 17 Citi + 317 £ Ciyg + 3117 Ciy + 17 C (83.1.3)

Generalizando para um sistema de 1 componentes, tem-se,

m

Cis = g g 2 fif i fkCiik (8.3.1.4)

i=1j=1k=I
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9 PROBLEMAS INVERSOS EM SISTEMAS LiQUIDOS

A proposta de se aplicar a andlise linear em problemas inversos, em sistemas liquidos, deve-se
ao fato que muitas pesquisas atualmente sdo dedicadas a interpretagdo de importantes
propriedades termodinamicas de liquidos puros, solugdes, coldides e etc. Ampla literatura
[64-70] ¢é disponivel atualmente e, geralmente, a questio central € como retirar informacoes
microscopicas, por exemplo, sobre a estimativa de potenciais de interagdo idnicos,
moleculares etc., a partir de propriedades de estado do meio em estudo.

Rajagopalan [70], por exemplo, descreve uma metodologia para prever a estabilidade de
sistemas coloidais, tanto para dispersdes diluidas como para concentradas, baseada em
conceitos da termodindmica estatistica e a partir de informacdes sobre o segundo coeficiente
de virial e da pressdo osmotica. A teoria da estabilidade de coldides e as condi¢des sob as
quais materiais particulados sdo separados de fases liquidas através do processo de
coagulagdo, desempenha um papel importante na tecnologia e quimica da 4gua.

Prausnitz [63] analisa o comportamento de solugdes salinas de lisozima a partir de medidas de
pressdo osmética e do segundo coeficiente de virial, como exemplo de uma importante
aplicag@o no processo de recuperagio e purificacdo de proteinas em biotecnologia.

No que se refere a solucdes, as propriedades de sistemas eletroliticos dependem
freqiientemente da natureza das espécies individuais, cations e anions, que constituem o meio,
isto é, do comportamento dos coeficientes de atividade em concentracdes elevadas quando as
interagdes fon-solvente se manifestam acentuadamente. Estudar propriedades termodindmicas
ionicas individuais € complicado porque geralmente necessita-se, como ponto de partida, do
conhecimento do potencial quimico #  que € obtido apenas na forma associada, ndo sendo

possivel a separacdo nas contribui¢des idnicas [59],

My =vipt (M”) +V—fu(Az—)

sendo ;0 potencial quimico das espécies envolvidas , e ¥; o nimero de cdtions e anions.

Entretanto, coeficientes de atividade individuais podem ser calculados, tradicionalmente, a
partir da teoria do fon central de Debye-Hiickel [33] para sistemas diluidos ou os de
concentracdes moderadas ou, através de um tratamento mais refinado, a partir da teoria de
Mayer [56] envolvendo o cdlculo de fungdes de distribuicdo para sistemas com mais de um
componente, misturas por exemplo, baseado na mecénica estatistica, e outras teorias
derivadas destas, quase sempre envolvendo os diferentes tipos de potencial de interacdo e,
conseqiientemente, funcdes de particao.

Apresenta-se no Anexo 3, uma relacdo listada por Conway [71] de 4reas onde a informacao
sobre propriedades de fons solvatados sdo necessdrias para a interpretacdo de certos
fendmenos observados.
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Neste contexto, propde-se avaliar o potencial de interacio molecular para um modelo de
mistura liquida a partir de valores experimentais do segundo coeficiente de virial, aplicando-
se a andlise linear por inversdo.

9.1 A funcao energia potencial a partir do segundo coeficiente do virial

Como muitas vezes em fisico-quimica, o passo a seguir, ap6s o estudo de propriedades de um
sistema de baixa densidade, € a sua extensdo para um sistema de densidade elevada, decidiu-
se neste trabalho seguir a mesma metodologia adotada por Lemes e colaboradores [72]
aplicando-se a andlise linear em problemas inversos para se obter a func¢do energia potencial
esférico a partir do segundo coeficiente de virial, utilizando-se os métodos de regularizacdo de
Tikhonov e de decomposicdo em valores singulares-SVD.

Para a determinacdo da fungdo potencial para um gas real, Lemes e colaboradores aplicaram
os métodos de regularizacio e de decomposi¢do a parte repulsiva do potencial interatdmico a
partir da equacdo integral de Keller e Zumino [73] para o potencial total. Esta compreende as
partes repulsiva e atrativa, considerando uma separagéo da curva de energia potencial em duas
regides, a esquerda e a direita do potencial minimo, & do poco de potencial.

Obteve-se, entdo, para o segundo coeficiente de virial a equacio,

BT ) = 224 KT (i — 1 b7 g ©.1.1)
3kpT 0

sendo ¢ o potencial repulsivo, N a constante de Avogadro, kg a constante de Boltzmann, r a
distancia interatomica sendo, rg € rp, respectivamente, as distncias a esquerda e a direita da
distincia interatdmica para o potencial minimo e € a profundidade do minimo no poco de
potencial.

A equagdo 9.1.1, comparada a equagio de Fredholm de 1° ordem,

g(x)=[0K(x,y)f(y)dy (9.1.2)
fornece para os funcionais,
g(x):%B(T)e‘g/"BT 9.1.3)
f(y)=ri-13 ©.1.4)
K(x,y)=e?/kBT 9.1.5)

A etapa seguinte a esta foi aplicar a metodologia de discretizacdo para se chegar a relacio
matricial Kf=g. A partir desta metodologia de andlise pode-se propor a mesma linha de
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raciocinio para sistemas condensados e outros funcionais termodindmicos além de
coeficientes do virial como dados de entrada.

9.2 A primeira analise para a inversao em sistemas liquidos

Uma forma de inversdo, e que ndo utiliza a regularizacdo ou o SVD, é exemplificada no
trabalho de Rajagopalan [67], a0 comparar os potenciais de interacdo conhecidos de Lennard -
Jones , equacgdo 8.2.1, exponencial de ordem 6 [63], equacdo 9.2.1 e o potencial para sistemas
coloidais de Derjaguin-Landau-Verwey-Overbeek (DLVO), com os respectivos potenciais
invertidos a partir de fatores estruturais em dispersdes coloidais, onde a concorddncia dos
dados foi muito boa para os potenciais relativos as interacdes a curta, média e longas
distancias entre particulas.

or)= CJT; - C—g ( potencial de Lennard-Jones ) (8.2.1)
r r

{gexp[ ni- ! )] —(L)é } ( potencial exponencial de ordem 6 )  (9.2.1)

Hr)=—
]_(6/7) Y Tmin Fin

Sendo em 9.2.1, -¢ a energia potencial minima que ocorre para uma separacdo intermolecular
de rmin € Y mede o grau de acentuagdo da barreira repulsiva.

O procedimento adotado por Rajagopalan € bem trabalhoso e faz uso de simulacdes pelo
método de Monte-Carlo e da teoria de “cadeias de hiper-redes de referéncia”[74] para o
calculo dos fatores estruturais.

No presente trabalho, no entanto, propde-se obter por inversdo o potencial de interagdo a
partir de dados para o segundo coeficiente do virial, coletados na literatura utilizando-se para
isso os métodos de regularizacdo, conforme a metodologia adotada por Lemes e
colaboradores [72].

Uma outra alternativa é explorar todo o espectro de interacdo entre particulas para o potencial
@(r,t) a partir da medida da pressdo osmotica conforme a equacdo [75],

2
P° e
_k”T: , - (g om0l 0)/kT 4152 ar 9.2.3)
6KT
o

dg(r)

sendo ¢ == 7T a pressdo osmdtica, e rearranjando os termos, tem-se,
r

P
kT 6kT 0 dr

2 o
Ea 4IIp ; e—¢(r, 1)/ kT 49 .3 dr 9.2.4)
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Analogamente ao problema do virial, separando o potencial ¢ em duas regides, a direita e a
esquerda do potencial minimo, no pogo, tem-se,

P=¢; +Pp—E=¢(r)-¢€ 9.2.5)

Separando a integral 9.2.3 em duas correspondentes a distancia r,, do potencial minimo,

2 o0
Z o, _HIp® i r’j" o—IL/KT d¢(r)r3dr+j oOR/KT A1) 3,
kT 6kT 0 dr b dr
Mudando a varidvel em r para ¢,
i:p _@ef/kT ?e_¢L/kTr3d¢+T e—¢R/kTr3d¢
kT 6kT - L R

Analisando a curva de potencial, para ¢, >€ o ponto de retorno é zero, rg=0, ou seja, a
segunda integral pode ter o limite superior e de forma a simplificar a integral total,

z 4Ip° okt = e kT3, E /T3
Zo—p J2EP ek dg+] e ORI 34
it P ekt (I)e 249 ({e "k

ou, em funcdo de ¢,), somente

z 411p° gkT| T3 _ 3\ -o(r)kT
— _—— - d
kT P 6kT ¢ (J;(rR rL)e /

Rearrangando, tem-se,

6kT _ hod _
(Zop ) BKL et (3 pa ot gy 9.2.6)
kT 411p? 0

A equagio 9.2.6, é na realidade uma primeira aproximagdo de como se chegar a estruturacio
do problema para aplicacdo do processo de inversdo. Associando novamente a equacio
integral de Fredholm,

g(x)=["K(x,y)f(y)dy 9.2.7)
Associando os termos,
6kT _
g(x)=( %—p )T (9.2.8)

47p
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f(y)=ri-r} (9.2.9)

K(x,y)=e I (9.2.10)

A partir das equacdes 9.2.7, 9.2.8, 9.2.9 e 9.2.10 e adotando-se o mesmo procedimento
utilizado no trabalho de Lemes e colaboradores [72], porém levando em consideragio
algumas caracteristicas peculiares de um sistema liquido, ficam estabelecidas as condig¢des
necessérias para se determinar o potencial de interacdo ¢(r) por inversdo, que pode ser
determinado por outros modelos para o potencial de interacdo, dependendo do tipo de
particulas ou espécies quimicas envolvidas, fons, moléculas, suspensdes coloidais, etc.

Um terceiro procedimento é a determinacdo indireta do potencial de interacdo a partir do
coeficiente de atividade do soluto yem uma solugéo via coeficiente de virial aplicando-se o
mesmo tratamento da secdo anterior, partindo-se da relacdo [75],

k+1
hy=% (Tj By (T) p*
k21

Esse procedimento mostra-se bem vidvel tendo em vista que se encontram disponiveis na

literatura valores de y , referentes a inumeros sistemas experimentais, incluindo aqueles
referentes a solucdes de moléculas polares e de fons [76].
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10 MEDIDA DA PRESSAO OSMOTICA EM SOLUGCOES AQUOSAS DE POLI-
ETILENOGLICOL E POLI-N-ISOPROPILACRILAMIDA

Como visto, anteriormente, no capitulo 7, sobre o comportamento do segundo coeficiente de
virial para solu¢do aquosa de lizosima, observa-se, segundo Ten Wolde e Frenkel [77], que
propriedades de equilibrio e em especial, diagramas de fase de proteinas estdo diretamente
relacionadas a este coeficiente e ao potencial efetivo entre as moléculas de proteinas. Estes
potenciais podem ser determinados de uma forma mais elegante combinando técnicas
experimentais como o Espalhamento de Raios X de Pequenos Angulos com tratamentos
numéricos baseados em teorias de estado liquido [78].

Na presente pesquisa optou-se por estudar um sistema mais simples de solucdes aquosas
poliméricas baseando-se no trabalho de Nagahama e colaboradores [79]. Nesse trabalho
realizou-se o estudo de equilibrio liquido-liquido de solu¢des aquosas de poli-etilenoglicol
(PEG) e poli-N-isopropilacrilamida (PNIPA), através de medidas da pressdo osmoética em
funcdo da temperatura e concentragdo das espécies, e a avaliacdo dos efeitos entdlpicos e
entrépicos para a correlagdo com efeitos estruturais € com interagdes intermoleculares
associadas ao comportamento do segundo e terceiro coeficientes de virial.

Os resultados empiricos desse trabalho sdo utilizados na presente pesquisa para se aplicar a
analise linear em problemas inversos com o prop6sito de se explorar os efeitos resultantes das
interagdes moleculares através do comportamento do segundo coeficiente de virial.

10.1  Estudo do equilibrio liquido-liquido em solucoes poliméricas aquosas

Com o propdsito de estudar propriedades de equilibrio liquido-liquido em solu¢des aquosas
poliméricas, Nagahama e colaboradores dissertam sobre os trabalhos de vérios pesquisadores
sobre este tema e a aplicacdo de importantes modelos tedricos [80,81]. Por meio do estudo
conclui-se que interacdes fortes por exemplo, pontes de hidrogénio, desempenham um papel
importante no equilibrio de fases de solug¢des poliméricas aquosas.

Muitos dos modelos estudados sdo baseados no modelo de rede (reticulos) e expressos em
termos de energia livre de Gibbs ou do potencial quimico. Os parametros termodinidmicos
obtidos a partir dos modelos tedricos, em geral sdo determinados através do ajuste fisico do
modelo com os dados de equilibrio, os quais, freqiientemente, sdo fragdes molares ou fracdes
volumétricas de fases em equilibrio em uma determinada temperatura.

Os parametros sdo determinados de forma a satisfazer o critério no qual a diferenca no
potencial quimico entre fases em equilibrio seja zero. Os dados de pressdo osmoética podem
proporcionar diretamente o valor do potencial quimico de mistura visto que a pressdo
osmdtica, T, pode ser correlacionada no potencial quimico de mistura Ay por:

024G
on;

1

J = A ~ -, (10.1.1)
T.Pnj#i

sendo i o componente da mistura, AG a energia livre de Gibbs de mistura, n o nimero de
moles e v o volume molar. A entalpia e entropia de mistura podem ser também determinadas a
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partir da pressdo osmoética em fungdo da temperatura e ao mesmo tempo sdo de grande
utilidade para a andlise de cada termo do modelo fisico adotado.

Nesse estudo foram medidas as pressdes osmdticas de solugdes aquosas dos polimeros PEG e
PNIPA em uma ampla faixa de concentragdes em vdrias temperaturas e determinados os
segundo e terceiro coeficientes de virial, entalpia e entropia de mistura. Além disso, o trabalho
consistiu, também, em ajustar o parametro de interagdo previsto pelo modelo de Prange [82]
utilizando-se os dados de pressdo osmotica para o cdlculo dos coeficientes de virial para as
solugdes aquosas destes polimeros.

10.2 Parte experimental

Dois tipos de polimeros PEG de massas moleculares diferentes foram utilizados, PEG105000
e PEG520000.

As pressdes osmoticas foram medidas em um osmdmetro modelo WESCAN M230 em uma
faixa de concentragdo de 0,5 a 2,5 %(p/p) e em um intervalo de temperatura de 5 a 35 °C.

T

Os resultados para as fungdes osmoticas x10° em fungdo da concentragio c( kg.m'3 )e

cRT
da temperatura 7(K) sao detalhados na referéncia [79].

A funcio osmodtica é expressa como:

V3

¢cRT M

+Byc+B3c? +..... (10.2.1)

n

em que M, € a massa molecular média do polimero e a pressdo osmoética podendo ser
relacionada ao potencial quimico de mistura, A, , por:

Au; =—7v; (10.2.2)
e o potencial quimico de mistura relacionado a energia livre de Gibbs por:

AG = 3 Au;n, (10.2.3)
i

e finalmente a entalpia e entropia de mistura derivadas das equacdes de Gibbs-Helmholtz:

(du;)
AS; = —EU
! T

_9(au;/1)
"ooyr)

Para os trés polimeros as pressdes osméticas aumentaram com o aumento da concentragao.
De acordo com Nagahama [79], a massa molecular média para PNIPA, conforme a equacio

10.2.1, foi estimado em M, =36x10°, através da extrapolagdo c=0.
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Utilizando um software MATLAB, baseado em analise matricial, obteve-se neste estudo uma
massa molecular média de M, =322x10°, e um segundo coeficiente de virial de

B, =10x10~* considerando-se a mesma aproximagdo. A andlise dos resultados é mostrada a

seguir. Observou-se uma concordancia razodvel entre os valores de Nagahama e da presente
analise para a massa molecular média do PNIPA.

10.2.1 Avaliacao da massa molecular para o PNIPA e do segundo coeficiente de
virial a 279,1K para = /cRT = f (fungdo osmdética)

Obteve-se para a massa molecular média do PNIPA o valor aproximado de 3,22x10° g a partir
da equacdo de expansdo de virial, por extrapolagcdo para c=0. Para o segundo coeficiente de
virial, B; obteve-se o valor aproximado de 1,0x10’4, a partir do mesmo tratamento. A figura
10.1 apresenta a variagdo da fungdo osmética com a concentragdo do PNIPA, utilizando-se o
software MATLAB para ajuste polinomial de grau 2.

Ajuste polinomial de grau 2

0.0181

0.016

0.0141

0.0121

fungao osmética f

0.008

0.006 -

0.002
0

. . . .
5 10 15 20 25
concentragdo em kg/m3

Figura 10.1 — Variacdo da funcdo osmética com a
concentracao de PNIPA

10.2.2 Avaliacdo da massa molecular para o PEG520000 e do segundo
coeficiente de virial a 274,8K para = /cRT = f (fungcdo osmdética)

Obteve-se para a massa molecular média do PEG 520000 o valor aproximado de 2,0x10° ga
partir da equagdo de expansdo de virial, e por extrapolagdo para c=0. Obteve-se para o
segundo coeficiente de virial B, o valor aproximado de 2,7x10’3, a partir do mesmo
tratamento. A figura 10.2 apresenta a variacdo da fun¢@o osmdtica com a concentragdo do
PEG.
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Ajuste polinomial de grau 1
T

0.05

°
®
\

0.02 _~©

concentragdo em kg/m3

L
20

Figura 10.2 — Variacao da funcao osmotica com a

concentracao de PEG

A partir dos dados obtidos por Nagahama e retirados diretamente do grafico de variacdo do
segundo coeficiente de virial em fungdo da temperatura para o intervalo de 276 a 306 K,
tabela 10.1, e considerando-se ajuste polinomial de graus 2 e 1, obteve-se A, = Ayf(T)
conforme figura 10.3,

Tabela 10.1 — Coeficiente de virial osmético em funcao

da temperatura

A,(m*.mol/kg? . 10° T(K)
2,13 276
1,95 284
1,81 290
1,68 296
1,56 302
1,47 306
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Ajuste polinomial de grau 1 pra AXT
22 T T T T T T

21 ~

segundo coeficiente de virial

1.4 L L L L L
275 280 285 290 295 300 305 310

temperatura

Figura 10.3 — Ajuste polinomial de grau 1 para o segundo
coeficiente de virial em funcdo da temperatura
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11 APLICAQAO~DA ANALISE LINEAR EM PROBLEMAS INVERSOS NA
ETERMINACAO DO POTENCIAL DE INTERACAO REPULSIVO PARA O
SISTEMA PEG - H,0O

Considerando os dados experimentais obtidos na sec@o 10.2 e tabela 10.1, apresenta-se neste
capitulo a aplicacdo do método de regularizagdao de Tikhonov, para a inversdo dos dados
experimentais para o segundo coeficiente de virial, visto ser esse, também um problema mal
colocado.

11.1 A estimativa da dimensdo da molécula de PEG — o modelo de esfera
rigida

Admitindo-se que a molécula de PEG seja uma esfera rigida, o modelo mais simples
conhecido e muito utilizado por tedricos, tem-se para o potencial de interagdo apenas a parte
repulsiva, propdsito inicial deste trabalho com a seguinte forma,

U(r)= o para r<o
Ur)=0 para r>0

Conforme apresentado no capitulo 2, o potencial de interacdo entre as moléculas de PEG
58,83], a partir da equag@o para o 2° coeficiente de virial, representado pela funcio de Mayer
em7Ter €,

BZ(T):—zzrjg"[e‘ﬂ“(”—I}Zdr (11.1.1)
e considerando apenas a parte repulsiva do potencial para o modelo de esfera rigida [58],
By(T )= 22 P 1} 2ar = 22(|1- P }2ar + 222 |1- P0 F2ar
By(T )= 2x[g [1-0Far +2x[[1 - 1} ar

3
BZ(T):—é[OU(—Mmzdr:Z% (11.1.2)

onde o é o diametro da molécula. Nota-se na equagdo 11.1.2 que o coeficiente de virial é
quatro vezes o volume da molécula esférica, neste caso o PEG, e é independente da
temperatura. Utilizando 11.1.2, obtém-se o =400angstrons . E importante observar que este
ensaio ¢ apenas uma estimativa e portanto voltando a tabela 13.1 e considerando o tratamento

dado para o segundo coeficiente de virial osmético, B, = A,MZ? /N, conforme segdo 7.3, para
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a massa molecular de 2,0x10° e a partir da equacdo 11.1.2, tem-se para a distincia r entre as
moléculas de PEG em angstrons em funcao de T,

Tabela 11.1 — Distancia entre as moléculas de PEG, em angstrons,
em funcéo da temperatura

A2(m3.mosl/kgz)x Bz(cms.n;ol'1)

10 X 10 r(angstron) T(K)
2,13 1,4106 203,40 276
1,95 1,2805 196,97 284
1,81 1,1905 192,25 290
1,68 1,1004 187,30 296
1,56 1,0200 182,59 302
1,47 0,9704 179,58 306

Se considerarmos, por exemplo, a energia potencial como RT ( em Joule ), tem-se em fungdo
de I/r o resultado mostrado na figura 11.1.

E potencial para PEG 200000
T T

2500

2450

tencial em RT

o
& 2400
3

Energia p

2350

2300

5 . . . . .
175 180 185 190 195 200 205
Distancia em angstrons

Figura 11.1 — Estimativa da energia potencial para um
modelo de esfera rigida do PEG em agua.

11.2 A analise linear por inversao — a determinacao do potencial repulsivo

A partir da equagdo integral de Keller e Zumino [73], e considerando apenas a parte repulsiva
do potencial tem-se,

_g _9
BZ(T):32k—7;e 4Tjg°r3e KT g 11.2.1)
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_(p+e)
BZ(T)zjk—’; = rle 4Td¢ (11.2.2)

Definindo U = p+e

,x=1/T, y=U e consequentemente, d¢=kdU , substituindo em

11.2.2,
27 .
Bz(x)=7”XIo f(y)e P dy (11.2.3)

sendo f{(y)=r’(U).

A equagdo 11.2.3 representada em uma forma discretizada,

2 —xy;
B(x)z%[Zf(y,- Jxe I Ay ; (11.2.4)
J

Neste estdgio a equagdo integral de Keller-Zumino para o potencial, na forma de 11.2.3,
similar a equacdo integral de Fredholm de 1* ordem, pode ser representada, apds a
discretizacdo, equacdo 11.2.4, como,

— ) — ) —X]yi
F(yy)xge ™ P Ay + f(y; )xje P2 Ay, 4o f(y ) )xge ! Tay;i=g(x;)

Oy xie P Ay + f(yy )xe ™2 Ayy . f(y )xie_xiyjij =g(x;)

A partir deste sistema geral de equacdes e para o presente caso, a varredura ¢ feita de 1 até N,
e para a primeira representacdo de U=f{r) , N = 8, e a varredura em x, de 1/306 a 1/276.

O kernel € portanto de acordo com o sistema ,

g(xy) K(X7,¥1 )eeeeinnn K(x;,ys) || f(y1)

8(x6) | | K(Xg,Y] )erererneeneen. K(xs,v8)|| f(¥s)

Sendo portanto o kernel,

K(x;,y; )zxie_xiyjﬁyj
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11.3 A aplicacao da regularizacao de Tikhonov

A solug@o do presente problema ndo considerando flutuagdes nos dados experimentais, e
qualquer restricdo que no momento seria alguma caracteristica do sistema quimico, o que

devera ser ainda explorada em trabalhos futuros, ou seja, o valor de f, equacdo 2.7.2, o que
simplifica em muito ao considerarmos para a solu¢do do problema [84],

£(1) = (K'K + A) " x (K" g + Af) (11.3.1)

ou seja para tA’ =0, tem-se,
f(A)=(K'K+A)"'xK'g=r’ (11.3.2)

Para o presente experimentou-se o fator de regularizagio 4 = 0,1, sem o levantamento da
curva L. A partir da equagdo 11.3.2 e da aplicacdo do software MATLAB, obtém-se o
potencial repulsivo em fungdo de r para o sistema PEG-H20O, conforme a figura 11.2. Note-
se que utilizando a técnica de inversdo, ndo € necessdrio fazer aproximag¢des como, por
exemplo, considerar a molécula de PEG como um modelo de esfera rigida.

500

450 -

400+

350

300

Potencial
o
B
g

200+

150

100~

50+

0 . . . . I . . .
200 220 240 260 280 300 320 340 360 380
Distéancia intermolecular

Figura 11.2 — Potencial de interagdo em fungéao da
distancia intermolecular para PEG em agua.
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12 CONCLUSOES GERAIS E PROJEGOES FUTURAS

Nesta pesquisa dois temas foram abordados com propdsito de se utilizar o tratamento de
dados experimentais e tedricos por meio da andlise linear por inversdo em problemas mal
colocados tendo como base sistemas liquidos e a espectroscopia de aniquilacdo de pdsitrons.
Nas duas situacdes a preocupagdo foi dirigida para solugdo de problemas em Quimica tendo
em vista serem muito poucos os casos explorados na literatura. Pode-se dizer que essa
pesquisa € inédita nesse contexto.

A abordagem para o espectro de aniquilacdo de pdsitrons mostrou que a aplicacdo dos
algoritmos, redes de Hopfield e Decomposi¢dao em Valores Singulares — SVD, mostraram as
suas potencialidades com um primeiro enfoque considerando apenas o ruido nos dados
experimentais extraidos da literatura, para o sistema lizosima — dgua, e que com auxilio do
filtro de regularizacdo de Tikhonov ao se aplicar a decomposi¢cdo SVD e ao confrontar os
resultados com aqueles obtidos pelas redes foi obtida uma boa concordancia para o parametro
A da fun¢@o densidade de probabilidade e as dreas dos picos espectrais.

A anélise puramente tedrica do espectro de aniquilagdo do pésitron foi seguida de um
tratamento mais rigoroso, a andlise de dados experimentais, obtidos agora a partir dos
resultados de contagens para o complexo cristalino dipivaloilmetanoato de aluminio
considerando um segundo refinamento com a introdu¢do dos erros experimentais associados
as contagens. Com o mesmo processo de filtragem e de regularizacio, obteve-se novamente
uma boa concordéncia entre os parAmetros A e dreas sob os picos espectrais.

A aplicagdo ao problema aniquilagdo de pdsitrons é um bom exemplo da versatilidade da
técnica de andlise linear por inversdo em problemas mal colocados.

Uma breve revisdo de parte da teoria de sistemas liquidos foi realizada, destacando-se o
trabalho de van Laar e a aplicacdo desse a uma mistura liquida em condi¢des de altas pressoes
e temperaturas, onde se obteve resultados concordantes com este modelo. Obviamente que
devem ser pesquisadas ainda outras misturas e a varidvel pesquisada em particular, a mudanga
de potencial intermolecular, ser confrontada com dados a serem extraidos da literatura ou
comparados com outros modelos tedricos ou ainda a partir de dados experimentais.

As propriedades termodindmicas em excesso resultantes desses sistemas em coeréncia com o
modelo de van Laar podem vir a ser utilizadas como dados experimentais de entrada no
processo de inversdo para a determinagdo, por exemplo, da funcdo de distribui¢do radial,
g(r,¢,T ) e potencial de interacdo molecular, u(r) de acordo com,

E 3 p

T Y A s .0,T Jdm’dr , e sendo H
NKT 2 Zijou(r)g(r¢ ) '

=E+pV

excesso

“Sempre ¢ possivel achar um problema mal colocado para um sistema termodinamico”.

A pesquisa foi estendida para a estimativa do potencial de interacdo molecular desta vez
utilizando o sistema polietilenoglicol — dgua, tendo em vista a importincia atual em se estudar
misturas bindrias e terndrias envolvendo polimeros e proteinas, e suas alteracdes estruturais
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através da avaliacdo do segundo coeficiente de virial e cujo valor obtido apresentou uma boa
concordancia com aquele da literatura para o sistema lizosima-agua.

O tratamento pelo método de inversdo, utilizando a regularizacdo de Tikhonov, para a
estimativa do potencial de interagdo, mostrou em primeira andlise um comportamento
previsivel em funcdo da distincia intermolecular para a regido repulsiva do potencial.
Informagdes adicionais da literatura, sdo ainda indispensdveis para comparagdes com
propriedades moleculares caracteristicas desse sistema, atividade prevista para a continuacgio
desse estudo e refinamento do método de regularizagdo.

A presente pesquisa merece ainda uma projecdo futura para explorar as ferramentas
disponiveis em andlise linear em problemas inversos aplicadas a sistemas liquidos. Nao se
comentou aqui aplicacdo da andlise ndo-linear o que também serd propdsito de investigacio
em trabalhos futuros sem a necessidade de simplificagdes utilizando a transformagdo entre os
subespacos na forma K(f)=g .

Quanto a aplicagdo de outras propriedades de sistemas liquidos, conforme apresentado no
inicio deste trabalho, o potencial de interacio molecular pode ser avaliado a partir do

coeficiente de atividade de uma determinada espécie, com o mesmo procedimento para a
inversdo do virial, sugerindo-se as seguintes equacdes,

k+1
Iny=% (_JBkak
kzi\ k

que para os segundo coeficiente de virial assume a forma,
Iny = 2
ny=2B,p

Dados experimentais para % sdo muito freqiientes na literatura o que merece especial atencao
para futuros desenvolvimentos nessa pesquisa.

Considerando o 2° coeficiente de virial para o potencial total, tem-se,

Iny= %ef/kBTpZT(rg _ rk? )x e—¢(r)/kBTd¢
3kgT 0

Visto essa proposicdo, para moléculas neutras, € possivel experimentar a determinagdo do
potencial de interagdo para solucdes idnicas simplesmente considerando o coeficiente de
atividade médio 7, .
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ANEXO 1

SOLUCAO DA EQUACAO INTEGRAL y( )= x+ A xay( 2 e
0

PELO METODO DE FREDHOLM [7]

¥x) = fix) + ATR(x2 W fiz) dz

D(x,z; 1)

Rtvzi M= =405

1
Y(x) =x+ A[xzy(z)dz
0

Solucdo pelo método de Fredholm

Escrevendo na forma:

1 7 .
Ax)=x + A [R(x5A o dimxtd [22EA) 5 gy

0 0 dA

Para encontrar a forma do resolvente (kernel) R(x,z; 1), estabelecendo:
D, (x,z) = k(x,z) =xzed, =1

Onde k (x,z) vem da integral original,
b
Nx)=f(x)+A [k(x,z)y(z) dz
Utilizando as relagdes de recorréncia,

b
D,=[D,_;(xx)dx

b
D, (x,y)=k(x,z)dn—n[k(x,z)D,_;(z;,2)dz;

a

(M

2

&)
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paran=1,a=0eb=1, D, (x,z) = D, (x,x) = xz = xz;
0

1 1 2 1
di= [D,(x,x)dx=[x dxz;
0

1
Di(x,z) = k(x,z) d; - [k(x,z) D, (z1,2)dz
0

1
Di(x.2) = D7) di - [ 2,2, 2dz,
0

] 3
Di(x,z) = ?_IXZJZ zdz; =%—XZ(Z—I)(§: 0
0

3

Aplicando novamente a relacdo de recorréncia;

1 1 1
d> = [Dy(x,x)dx=[D;(x,z)dx=[0xdx=0
0 0 0

1
D> (x,z) =xzd> -2 [k (x,2) Dy (z1,2)dz;
0

1
=xzx0-2[xz1 Dy (z1,2)dz;
0

1
D> (x,z7) =-2[xz; D;(z;,2)dz
0

Para evitar confusdo, fazendo y=z;,

1
D; (x,z) =-2[xy D;(y,z)dy
0

Determinando D;(y,z) em (8),

1
Di(y,z)=k(y,z)d;=[k(y,w)D,(w,z)dw
0

“)

®)

(6)

D

®)
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1
Dy (y.2)="5~] ywwz dw
30

3

1
1 3
D,(y,z)=£—yzjw2dwzﬁ—yz AL
37 3 ,

D, (y,z)=0 e portanto D;(x,z) = 0
Estendendo para n qualquer dn = 0 e D, (x,z) = 0. Sendo assim paran > 1,

Dz 4)=3 =1
n=0

D, (x,z)A"

=D, (x,z7)—Dj(x,2) 2 +§D2 (x,2) +...

dia )=y U

n=0 M

d, A

d(A)=d, +d1/1+%d2/12 Foorreereene

Tem-se que o kernel é

Dy(%2) __x
dyd, A 1-1/3

R(x,z;2 )= (10)

Substituindo (10) em (1),

1 2
y(x)=x+A4 jL

dz
o 1-4/3

=x+

1 2
d
s
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ANEXO 2

DEMONSTRAGCAO DA EQUAGCAO PARA ENERGIA INTERNA, SEGUNDO VAN
LAAR, SECAO 6.2.

A partir da equacdo 6.1.2 tem-se,

N;+N
InF :N{znf] +ln%

+N2 lnf2 +ZI’ZM _1
1 2 kT

(dlnFj _ N, din f N, din f, _[iij
ar )y ar ), ar ), \drkr),

In f) =%[ln2ﬂm]k+lnT]+an +ine—Inh’N,

dinfy) _3,
ar ), 2

dinfy) _3,
ar ), 2

A partir da equacdo para a energia interna tem-se,

E_kTZ[dlnF
ar )y

E=kT?|N; = +N2[i U
2T 2T ) k1?

Substituindo a energia potencial U pela equacdo 5.3.6 tem-se,

N;N
E:|:N][%ij+N2[%kTJ+N]M? +N2ng +#AMO:|
1+ N2
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0 0o, NN, 0
E=|N;g;+N>& + Nuj; + Nour +——=—Au
{ 1E1H NoE H N+ N 0N, }

ou, conforme a equacgao 6.2.2,

0 0 NiN, o
E=|\N;(& +u +N>(& +u +——=Au
|: ]( 1 ]) 2( 2 2) N1+N2 :|



101/106

ANEXO 3

AREAS ONDE A INFOF}MAGAO SOBRE PROPRIEDADES INDIVIDUAIS DOS
IONS E NECESSARIA PARA INTERPRETACAO DE FENOMENOS
OBSERVADOS

As dificuldades envolvidas nas indefini¢des exatas das contribuicdes individuais dos fons,
para a determinacdo de propriedades das solu¢des, compreendem ndo somente o parametro
coeficiente de atividade idnico mas também as propriedades a este relacionadas como a
entalpia, entropia e energia livre de solvatag@o i0nicas.

Conway [71] relaciona algumas 4reas onde as informagdes sobre estas propriedades sdo
importantes:

Na especificidade em intera¢des do tipo ion-solvente, principalmente no que diz respeito a
origem das diferengas de interacdo que ocorrem entre citions e dnions de mesmo tamanho
com vdrios solventes, em particular, H,O e D,O

Nos efeitos associados com fons em intera¢des de Gurney, além das do tipo Coulomb, em
solucdes eletroliticas concentradas (= 1,0 M).

No comportamento da dgua e outros solventes em resinas de troca iOnica e em
membranas, um item importante nos processos de troca idnica e eletrodidlise.

Na especificidade de efeitos de hidratag@o (solvatagdo) na formacao de pares idnicos.

Em efeitos especificos a fons em biofisica, nas ligacdes iOnicas em proteinas e
polinucleotideos e em polieletrolitos e micelas; na permeabilidade idnica em membranas.

Nos efeitos individuais dos fons em adsors@o em interfaces (ar/dgua, eletrodo/dgua e
interfaces coloidais).

Nos comportamentos individuais na solvatacio de fons, no que diz respeito a reacdes com
transferéncia de fase e distribuicdo idnica em fases imisciveis; fungdes para transferéncia
de ions entre varios solventes.

Na avaliacdo da cinética de processos eletrddicos, os quais geralmente envolvem um tipo
de ion para um determinado eletrodo.
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